BEGREPP: Odampade svangningar

Om man rubbar ett mekaniskt system ur sitt jamviktslage uppkommer svédngningar om
systemet kan ge en aterférande kraft. Svangningar kan vara fria eller patvingade. En fri
svangning sker i en bestamd frekvens — den s.k. egenfrekvensen eller naturliga frekvensen.
Om systemet ar odampat avklingar inte amplituden i den fria svangningen. En patvingad
svangning uppkommer da systemet utsatts for en periodisk kraftverkan.

Introduktion:

Vi betraktar bara oddmpade system med endast en massa i rorelse enligt figuren till vanster
nedan. Systemet bestar av en linjar elastisk fjader och en massa.

Betrakta forst fallet med den yttre kraften F=0. Vi kan fa en fri svangning genom att forskjuta
massan en stracka x och sedan slappa. Da uppkommer en svangning kring jamviktslaget som
ges av x=0 da fjadern antas vara ospand.
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En ideal linjarelastisk fjader ger inga forluster och svangningen fortsatter med konstant
amplitud sa lange vi inte paverkar systemet. Svangningen sker med en bestamd frekvens -
egenfrekvensen - som ges av storleken pa fjaderkonstanten k och massan m.

Antag nu att vi lagger pa en yttre kraft F som &r periodisk av typen harmonisk funktion d.v.s.
en sinus- eller cosinusfunktion. Den vaxlande kraften kommer da att satta systemet i rorelse
med kraftens frekvens. Ett viktigt fall &r da nar den vaxlande kraftens frekvens sammanfaller
med systemets egenfrekvens. Da véxer svangningens amplitud x obegransat och vi far s.k.
resonans. Detta dr ndgot man i regel forsoker undvika i tekniska system.

Om vi betraktar frilaggningen av massan i figuren till hoger kan vi genom Newtons andra lag
bestdmma den s.k. rorelseekvationen for massa-fjadersystemet enligt nedan:

NI (—): —kx+F=mx eller ;}'+£x=f
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Detta ar en differentialekvation med tiden som variabel. Prickarna anger tidsderivata och
accelerationen ar andra tidsderivatan av strackan. | kursen tittar vi pa tva losningar till
rérelseekvationen. Det ar de tva fallen beskrivna ovan, d.v.s. fri svangning (med F=0) och
patvingad svangning da kraften F ar harmonisk. Vi betraktar bara den s.k. stationara
I6sningen som anger svangningens amplitud vid olika frekvenser pa den harmoniska kraften.

Sammanhang: Svangningar forekommer i manga tekniska system. Nagra exempel: En
stamgaffel ger ifran sig en ton som bestams av dess egenfrekvens. En byggnad svajar i
vinden, en gangbro vibrerar om man springer eller hoppar pa den och en tvattmaskin kan
skapa patvingade svangningar i ett bjalklag.

I matematiken kallas den fria svangningen for homogen 16sning och den patvingade stationéra
svangningen for partikul&rlosning.



Uppgift: Hur raknar man med svangningar?

Metod: Vi begransar oss till att I6sa rorelseekvationen for fri svangning och for patvingad
harmonisk svangning.

Fri svangning: Det visar sig att bade cosant och sinant ar I6sningar till rérelseekvationen om
an®=kIm d.v.s. kvoten mellan styvhet och massa. D& ar an systemets egenvinkelfrekvens som
kopplar till periodtiden T i svangningen som a«n=27/T. Se figuren nedan illustrerat med en
cosinusldsning med amplitud A.

Den fria svangningen egenfrekvens eller som den ocksa kallas — naturliga frekvensen - ges av
fa=1/T och raknas i Hz som har dimensionen s. Vi far alltsd sambandet

27Z'fn: 1/k/m

som ger den fria svangningens frekvens bestdmd genom styvhet och massa. Storre styvhet ger
alltsa hogre frekvens och motsvarande ger storre massa lagre frekvens.
Pétvingad svéngning: Med kraftstyrning enligt F(t)=F, sin£2t féljer férskjutningen kraften

med samma frekvens i det stationdra laget. Man kan visa att forskjutningsamplituden xo hos
massan ges av -

dar Fo &r kraftens amplitud. Diagrammet visar grafiskt hur massans amplitud beror av den
patvingade vinkelfrekvensen 2. Man kan speciellt notera att da kraftens vinkelfrekvens
sammanfaller med egenvinkelfrekvensen sa gar massans amplitud mot oandligheten. Detta
kallas resonans och begransas i verkliga system av dampning men kan anda innebéra stora
risker. Man ser ocksa att om man lyckas passera resonansen och hojer frekvensen sa borjar
kraften och massans forskjutning att motverka varandra sa att massans amplitud gar mot noll.

Resultat: Rorelseekvationen och dess Iosningar ger besked om systemets egenfrekvens som
bestdmmer den fria svdngningen frekvens och &r samtidigt den frekvens som ger resonans vid
patvingad svangning.

Exempel: En stor motor som har en roterande obalans placeras pa ett bjalklag. Systemet kan
betraktas som ett massa-fjadersystem med styvheten k=3MN/m och (den rorliga) massan
m=1200kg. Obalansen i motorn paverkar den rérliga massan med en kraftamplitud Fo=6kN
och en frekvens som bestdms av motorns varvtal.



a) Bestam systemets egenvinkelfrekvens an och dven egenfrekvensen f, samt den naturliga
periodtiden T.

b) Bestam &ven svangningsamplituden for patvingade svangningar med kraftamplituden
enligt ovan. Undersok tre olika vinkelfrekvenser pa kraftstorningen i forhallande till systemets
resonansfrekvens: €=0.1an,0.9on och2mn

Losning:

a) Sambandet an?=k/m ger att egenvinkelfrekvensen en=50rad/s. Naturliga svangnings-
frekvensen fas ur an=27f, som f,=8.0Hz och periodtiden ges av f,=1/T till T=0.13s.

b) Amplituden xo for vibrationen vid de olika frekvenserna for kraftamplituden 6kN ges av
uttrycket bredvid diagrammet ovan. Resultat:

0 0.1axn = 5rad/s 0.9an = 45rad/s 2an=100rad/s
X0 2.0mm 10.5mm -0.67mm

Det forsta vardet motsvarar s.k. kvasi-statisk belastning och svangningsamplituden styrs
nastan helt av fjadern genom termen Fo/k. N&ra resonans som det mellersta vardet
representerar, far vi stor amplitud. Det sista vardet ar det minsta och negativt eftersom kraft
och forskjutning gar i motsatt riktning da kraftens frekvens ar hdgre an resonansfrekvensen.
Man sager att kraft och forskjutning ar ur fas och ju hogre frekvensen ar desto mer paverkar
massan amplituden pa ett bromsande sétt.
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Relaterade begrepp: Energisatsen visar att oddmpade fria svangningar ar en ren omvandling
av energi fran energi i fjadern i vandlaget till rérelseenergi i det ospanda laget. | en dampad
svangning sker det energiomvandling till varme pa grund av t.ex. friktion eller viskost
motstand och svangningen klingar av for att till slut avstanna.



