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'��� �� � �� �������� �� ���(��� �� � ������� �� )������	
���� �� ��� *����� +������
,�����) -. ������� ��� /�������� -. ������	
��� �� ��� �	-0�
� �� ��������� ���
���-����� '�� ������������ ������� ���� -��� �� 
���� �� �����-�� �� �������� ���
�� ��� ����(������ �� ��� 1���� ������� ��	�������

���� �� ����������� ��������� ���� ��	����� � ������ ����

"� ���������. ���� 
���	
���� ��� ���	�� �� ���� �	������ �� ��� -��. ��� 	���
���� ��	��� ��� ���	�� �� ���� ���(��� ��� -��. ��� 	��� ����� �� �� ��� �������
���� ����� �� �� (�������� �� ��������	�� �� ���� ��� ���� ���� �� � ���� ����	

�� ���
�2 �����	�� ����� �� � (�������� ���� ����� �� ����� �� ���
�� '�� -����
�
��	����� ��� � ��������������� ���� ��� ���-��� �� ���������. 
��������� ��. -�
������� ��

− d

dx
(Aq) +Q = 0 3���4

����� " 5�26 �� ��� 
�������
������ ����2 � 578��26 ��� ���� �	 ��� 9 578��6 ����
�	���.�

'�������� ���� 
���	
����2 ����(��2 ������� ���� ��� ��������	�� ��� ���� ���2
�� � 1 �� ����� �� � �	�
���� �� ����2 ���� q = q(x, t) ��� T = T (x, t) ���� ��� ����
��	�
� ��� ��� �������� ���������� ��. -� �	�
����� �� ���� �� Q = Q(x, t) ���
k = k(x, t)� ���
� ��� ���	�� �� ���� �	������ �� ��� -��. ��� 	��� ���� ��	 ��	���
��� ���	�� �� ���� ���(��� ��� -��. ��� 	��� ���� ��� ��������	�� ���� 
����� �� ���
-��.� '�� ���� �� ��������	�� 
�����2 ����(��2 ������� �� ��� 
��	 ������	 c(x, t)2
���
� �� � �������� �������. ���� ������ ��� ��������
� �� ��������	�� 
������ '��
���� 
���
��. �� � �
���� ��������� ���� �	����1�� ��� ���	�� �� �����. ���	����2
��� 	��� ����2 �� ���� ��� ��������	�� ��� ������2 ���� �� �� 	���� J/(K · kg)� '��
-����
� ��	����� 3���4 ��� ��� �����. ����� ���-��� ��. ��� ��� 
��� �� ���������
���� 
���	
���� -� ������� ��

− d

dx
(Aq) +Q = ρAc

dT

dt
3��4

����� ρ �� ��� ������. �� ��� ��������� :. ��������� ��� 
������	��(� �������� ��� ���

�



� ������� �	 
�� �����
��� �������� ���� ��
�

����������� ���� 
���	
����2 ��������� ���2 ���� �� �������

q = −k
dT

dx
3���4

��� ��������� ��;�������� ��	����� �� ����	�����

d

dx
(Ak

dT

dx
) +Q = ρAc

dT

dt
; 0 ≤ x ≤ L 3���4

k �� ��� ������� 
���	
��(��.� '�� ��������������� 	�������	 
��	 ����	��� ����-�
������ ������� ��� ��� ������ 
���������� '� ���(� ��� ��;�������� ��	����� � ������
��� -�	����. 
��������� �	�� -� ���
�1��� '�� -�	����. 
��������� �	�� -� ���
�
�1��< ��� ��� ��
� ��� �� ��� ��� ����������� -��.� �� ��. ���	�� ��� ��� ��
��(� � ����
��-�� ��������	�� ��� �� ��� ����� ��� � ����
��-�� �	 � '�� ������
���� �� ��������������� ��������� ���� ��� ��. ��� -� ����	������

��	�� �	� 	� 	����������	�
� �
������ ��
� �	�

d

dx

(
Ak

dT

dx

)
+Q = ρAc

dT

dt
; 0 ≤ x ≤ L

q(x = 0) = −
(
k
dT

dx

)
x=0

= h

T (x = L) = g

3��!4

���� ���� ���� �� ��������������� ��������� ���� ���

'�� ������ ���� �� ��������������� ��������� ���� ��� ��. -� ������	����� ���� �
���� ���� �� ��� ���� ������ �� ��� ��� �����. ����� ���� ���� '�� ���� ����
�� ����-������ -. �	�����. 3��!4 ���� �� ��-�����. ���������������� ������ �	�
����
v(x) ��� ����������� �(�� ��� �������∫ L

0

v

[
d

dx

(
Ak

dT

dx

)
+Q

]
dx =

∫ L

0

vρAc
dT

dt
dx 3��$4

'�� 1��� ���� �� ���� ��	����� ��. -� ���������� -. ����� ��∫ L

0

v
d

dx

(
Ak

dT

dx

)
dx =

[
vAk

dT

dx

]L
0

−
∫ L

0

dv

dx
Ak

dT

dx
dx 3��#4

=�� �� ���� � �������� �� 3��$4 ������� ����

∫ L

0

dv

dx
Ak

dT

dx
dx+

∫ L

0

vρAc
dT

dt
dx =

[
vAk

dT

dx

]L
0

+

∫ L

0

vQ dx 3��>4



�	�	 ������ ����
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��� �������� ���� ��
�!

?��2 	���� ���� q = −kdT/dx ��� ��������� ��� ���	��� -�	����. 
��������
q(x = 0) = h2 ��� -�	����. ���� ��. -� ��������� �� ��� 1��� ���� ���� �� ���
����������� ��������� ���� ����

��
� �	� 	� 	����������	�
� �
������ ��
� �	�

∫ L

0

dv

dx
Ak

dT

dx
dx+

∫ L

0

vρAc
dT

dt
dx = −(vAq)x=L + (vA)x=0h +

∫ L

0

vQdx

T (x = L) = g

3��@4
'�� ���� ��;����
� �� ��� ���� ���� �� ��������� ���� ��� 
������� �� ���


������������ �����. ����� 
��� �� ���� �� ��� ��(� ����(���(�� -��� ���� �����
�
�� ��� ������� 
���������� ��� �� ��� ����� '��� ������� ���� ����� �������� ��� ���
��������	�� �	�� -� ���� �� -��� ������� 
���������� ��� ��� �����

���� ������� ����� ������� �� ��������������� ��������� ����

���

"� ��� ��� 
��� �� �����. ����� ���� ��� �� ����� ������� �� ��� ��������	�� ��
������	
��� '�� ����� ������� ��. ��� ��� ��������� 
��� -� ��������� ��

T (x, t) = N(x)a(t) 3���&4

����� N(x) �� ��� ����� �	�
����� ���� ��� �	�
����� �� x ��� a(t) �� ��� �����
��������	��� ���� ��� �	�
����� �� ����� '�� ���� ���� 3��@4 
������ -��� dT/dx
��� dT/dt� ���
� a �� ����������� �� x �� ��. �����

dT

dx
=

dN

dx
a = Ba 3����4

��� ���
� N �� ����������� �� t �� ��. �����

dT

dt
= N

da

dt
= Nȧ 3���4

"������� ��� A������� ������ ��� �
���� ������ �	�
���� v �� 
����� ��

v = Nc = cTNT 3����4

���
dv

dx
= cTBT ����� BT =

dNT

dx
3����4

'�� ����� ������� 3���&4 ��� ��� 
���
� �� ��� ������ �	�
���� 3����4 �� ��������
�� ��� ���� ���� �� ��� ��� ����������� ��������� ���� ��� 3��>4 ��� ���� 	���� ���



$ ������� �	 
�� �����
��� �������� ���� ��
�

��
� ���� ��� (�
��� c �� ����������� �� x ���	��� ��

cT
(∫ L

0

BTAkB dx a+

∫ L

0

NTρAcN dx ȧ+
[
NTAq

]L
0
−
∫ L

0

NTQ dx

)
= 0

3���!4
����� ��� (�
��� a ��� 
������ ��� ����� ��������	��� �� �	�
���� �� ��� ���� ���
ȧ 
������ ���� ����(���(�� �� ��� ����� ��������	���� "� ���� � �������� �� (���� ���
��-�����. cT (�
���� �� �� 
��
�	��� ����∫ L

0

BTAkB dx a+

∫ L

0

NTρAcN dx ȧ = − [NTAq
]L
0
+

∫ L

0

NTQ dx 3���$4

���
� ���� ��. -� ������� ��

Ka+Cȧ = fb + fl 3���#4

�����

K =

∫ L

0

BTAkB dx

C =

∫ L

0

NTρAcN dx

fb = − [NTAq
]L
0

fl =

∫ L

0

NTQ dx

3���>4

B�1���� ��� ���
� (�
��� f ��
f = fb + fl 3���@4

��	����� ���# ��. -� ������� �� � 
����
� ���� ��

Ka+Cȧ = f 3��&4

���
� ��� (�
��� a 
������ ��� ����� ��������	��� �� �	�
���� �� ��� ���� ��� ȧ

������ ���� ����(���(�� �� ��� ����� ��������	��� 3���#4 ���������� � �.���� ��
�B+C� 3�������. ��;�������� ��	������4 �� ����� � ��� �� ����� ������� �� ����
�	�� ���� -� ����� '�� ����� C �� 
����� ��� ������	 ����� ��� �� ��� ���. ����
���� ��;��� ���� ��� �����. ����� 
����

������� � � �������	��� � ������	 ������	 ��	��� Ce

" ������ ��������������� ������ ������� �� ������ D �� ���	���� ,����(��2 ���
����2 A2 ��� ������. ρ ��� ��� 
���
���(��. c �� ���	��� �� -� 
�������� '�� �����
�	�
����� ��� � ������ ������ ������� ��� ��(�� -.

N e
1 = 1− x

L
N e

2 =
x

L
3���4



�	�	 ����
����
� � ��� 
�
��������
��� �������� ���� ��
�#

'�� 
���
���(��. ����� �� �

������ �� ��	����� 3���$4 ��(�� -.

Ce =

∫ L

0

NeTρAcNedx = ρAc

⎡
⎢⎢⎢⎣
∫ L

0

N e
1N

e
1dx

∫ L

0

N e
1N

e
2dx

∫ L

0

N e
2N

e
1dx

∫ L

0

N e
2N

e
2dx

⎤
⎥⎥⎥⎦ 3��4

��������� ��� ������� ����� �	�
����� �� ����(� ��

Ce = ρAc

⎡
⎢⎢⎢⎣
∫ L

0

1− 2
x

L
+

x2

L2
dx

∫ L

0

x

L
− x2

L2
dx

∫ L

0

x

L
− x2

L2
dx

∫ L

0

x2

L2
dx

⎤
⎥⎥⎥⎦ 3���4

����������� ���	��� ��

Ce = ρALc

⎡
⎢⎢⎣

1

3

1

6

1

6

1

3

⎤
⎥⎥⎦ 3���4

��!� "���� ������� �� ���� �� ��������������� ��������� ����

���

'�� 1���� ������� ��	������ ��� ��(� �� -� ����� ������ �� ����� B�;����� 
���
��
�� ��� ���� ����� ������� ��. -� ���� -	� ���� ���. � ������ ���� ����� �������
���� -� 
���������� '�� ���� �� ��(���� ���� � 
������ �	�-�� �� ���������� Δt� '��
���
����E����� �� ���	��� �� ����� �� ��� ���� τ = 0 ����� τ �� ��� ���� 
���������2
��� *��	�� ����

t
ti ti+1t

T
ai

ai+1

*��	�� ���F !�	�"��	��� �� 	���#



> ������� �	 
�� �����
��� �������� ���� ��
�

���
� ��� ��������	��� �� ���	��� �� (��. �������. ������ ��
� ���������2 ���
(�������� �� ��� ��������	�� ��. �

������ �� *��	�� ��� -� ������� ��

a(τ) =
ai+1 − ai

Δt
τ + ai 3��!4

'��� ����� ������� �� ���� ��. ���� -� ������� �� ����� �� ���� �	�
����� 3
���
����� �	�
�����4 ��

a(τ) = Giai +Gi+1ai+1 3��$4

����� Gi ��� Gi+1 ��� ��� ������ ���� �	�
����� ���� �

������ �� 3��!4 ���

Gi = 1− τ

Δt
; Gi+1 =

τ

Δt
3��#4

'�� ����(���(� �� ��� ��������	�� �� ���� ��. ���� ����������. -� �������

ȧ(τ) = − 1

Δt
ai +

1

Δt
ai+1 =

ai+1 − ai

Δt
3��>4

'�� ��������	��� ai �� ��� ���� ti �� ��� ���	��� �� -� ����� ��� �� �� ���� ���
��������	��� ai+1 �� ��� ���� ti+1 ���� �� �� -� ����������� '� ������	
� ���� 
���
�
�� ��� ���� ����� �������2 ��� *+�����	������ ��(�� -. 3���#4 �� �	�������� ���� �
������ �	�
���� �� ���� w(τ) ��� ���������� �(�� ��� ���������

∫ Δt

0

w(Ka+Cȧ) dτ =

∫ Δt

0

wf dτ 3��@4

��� ��������� ��. -� ���������∫ Δt

0

wCȧ dτ +

∫ Δt

0

wKa dτ =

∫ Δt

0

wf dτ 3���&4

��� ���� ����� ������� ��(�� �� 3��!4 ��� 3��>4 �� ��� �������� �� 3����4

∫ Δt

0

wC
ai+1 − ai

Δt
dτ +

∫ Δt

0

wK

[
ai +

ai+1 − ai

Δt
τ

]
dτ =

∫ Δt

0

wf dτ 3����4

���
� C2 K2 ai ��� ai+1 ��� ����������� �� ����

C
ai+1 − ai

Δt

∫ Δt

0

w dτ +Kai

∫ Δt

0

w dτ +K
ai+1 − ai

Δt

∫ Δt

0

wτ dτ =

∫ Δt

0

wf dτ 3���4

'��� ��	����� ��. ��� -� ��(���� -.
∫ Δt

0
wdτ ���
� ���	��� ��

C
ai+1 − ai

Δt
+Kai +K

∫ Δt

0

wτ dτ∫ Δt

0

w dτ

ai+1 − ai

Δt
=

∫ Δt

0

wf dτ∫ Δt

0

w dτ

3����4



�	�	 ����
����
� � ��� 
�
��������
��� �������� ���� ��
�@

������	
��� Θ �� ��� ��������� ��������� ��

Θ =
1

Δt

∫ Δt

0

wτ dτ∫ Δt

0

w dτ

3����4

��	����� 3����4 ��. -� ������� ��

C
ai+1 − ai

Δt
+K [ai +Θ (ai+1 − ai)] = f̄ 3���!4

����� f̄ ���������� �� �(����� (��	� �� f ��� �� ��(�� -.

f̄ =

∫ Δt

0

wf dτ∫ Δt

0

w dτ

3���$4

���� ���� (�
��� ��. ���� -� ���	��� �� (��. ������ �� ���� ��� ��. ���� �

������
�� 3��$4 -� ������� ��

f(τ) = Gifi +Gi+1fi+1 = (1− τ

Δt
)fi +

τ

Δt
fi+1 3���#4

'�� 1��� ���� �� ��� ���
� (�
��� ��. ��� -� ���������� -. ��������� ��	�����
3���#4 �� 3���$4 �� ���

f̄ = fi +Θ(fi+1 − fi) 3���>4

:. ���(��� 3���!4 ��� ai+1 �� ���

ai+1 = (C+ΔtΘK)−1
[
(C−ΔtK(1−Θ)ai +Δtf̄

]
3���@4

�� � ������ 
���
� �� Θ �� ���� ��� ��	����� �-�(� ��. -� ���(�� ��� ai+1 ���� ���

	����� ��������	��� ai ��� ������ +�	����� 3���@4 ��. ���� -� ������� ��

K̂ai+1 = f̂ 3���&4

�����

K̂ = (C+ΔtΘK)

f̂ =
[
(C−ΔtK(1−Θ))ai +Δtf̄

] 3����4

K̂ ��� f̂ ���. 
������ ����� (��	�� ��� ��. -� 
��
	����� �� ���� ai�
'�� 1��� ���� �� ��� �� 
����� ��� ������ ��������� Θ� �� ��� ����� �������

���� ��� ������ �	�
���� ������	
�� �� ��� ���� ���� �� ��� �����. ����� ���� ���

�	�� -� 
����� �� ��(���� ��;����� �������� '��� �� ���� ��� 
��� ��� ��� ������
��������� Θ�



�& ������� �	 
�� �����
��� �������� ���� ��
�

��#� $���
� �� ������ ��������� Θ

'�� ����� 
����
����� ������2 ���
��-�� �� ������� ��� /�������2 �� ������� ��
��������� ��� ������ ���������Θ� '�� B���
C� δ��	�
���� ��. -� 
����� �� ��;�����
����� �� ��� ���������� '���� 
����� 
���
�� ���� -� � ������ ����< �� τ = 02 ��
τ = Δt/2 ��� �� τ = Δt�

�
�����" w = δ(τ − 0)
'�� ������ ��������� Θ ��� ��1��� �

������ �� 3����4 ���� ��� � 
���
� �� w

�� � ����
C� δ��	�
���� �� τ = 0 �� �������

Θ =
1

Δt

∫ Δt

0

δ(τ − 0)τ dτ∫ Δt

0

δ(τ − 0) dτ

=
1

Δt

0

1
= 0 3���4

'��� 
���
� ���	�� �� Θ = 0 ��(��� ���� ��� ��� ��������	�� �� ai+1 ��.2 �

������
�� ��	����� 3���@42 -� ������� ��

ai+1 = ai −C−1ΔtKai +C−1Δtf̄ 3����4

'��� 
���
� ���	�� �� � ������ ���� �� 
����� ������� ����� �� �������	 ����� ���
�
��� ��������	��� �� ��� �� � ��������� �� 
��
	����� ���� ��� ��������	��� �� ���

	����� ���� ���� ���.� ,����(��2 �� ��(������ �� ���	���� ��� ��� ��� 
���	
����
����� K�

�
�����" w = δ(τ −Δt)
*�� � 
���
� �� w �� � ����
C� δ��	�
���� �� τ = Δt ��	����� 3����4 -�
����

Θ =
1

Δt

∫ Δt

0

δ(τ −Δt)τ dτ∫ Δt

0

δ(τ −Δt) dτ

=
1

Δt

Δt

1
= 1 3����4

'��� 
���
� ���	�� �� Θ = 1 ��(��� ���� ��� ��� ��������	�� �� ai+1 ��.2 �

������
�� ��	����� 3���@42 -� ������� ��

ai+1 = (C+ΔtK)−1(Cai +Δtf̄) 3���!4

'��� 
���
� ���	�� �� � ������ ���� �� 
����� $��%���� ����� ��� �� �� �����
��
������ ���
� �� ���	���� �� ��(������ �� ��� 
���	
���� ����� K�

�
�����" w = δ(τ −Δt/2)
*�� � 
���
� �� w �� � ����
C� δ��	�
���� �� τ = Δt/2 ��	����� 3����4 -�
����

Θ =
1

Δt

∫ Δt

0

δ(τ − Δt

2
)τ dτ∫ Δt

0

δ(τ − Δt

2
) dτ

=
1

Δt

Δt/2

1
=

1

2
3���$4



�	�	 ��
�� 
� ����� ��������� Θ ��

'��� 
���
� ���	�� �� Θ = 1/2 ��(��� ���� �� ��� ��������	�� �� ai+1 ��.2 �

������
�� ��	����� 3���@42 -� ������� ��

ai+1 = (C+
Δt

2
K)−1

[
(C− Δt

2
K)ai +Δtf̄

]
3���#4

'��� 
���
� ���	�� �� � ������ ���� �� 
����� ����%�&������� ���� ��� ��	����� ���
�� ���� �� �����
�� �������

'�� 
���
� �� Θ = 0 �� 
�����������. ���-�� ���
� ����� ���� � ���-�� ���	����
�� ���. �
���(�� ��� Δt ������� ���� � 
������ ������

������� ' � (�������	 
��	 )�� 	
���"
 � ������	� ����

%������� � �� ���
� 
��
���� ����� '�� ��������	�� ������-	���� ��� � ���������
��������	�� 
����� �� ��� ���� �� ����� �� -� ����.��� ��� � ��	�� �� ����� �����
��������������� ��� �� ���	��� ���
� ��� �����.��� �� ���� ��� � ���� �� ��� ���� ���
���� ��� ����� �� ��� ����� �� ��� ������ -�	����. ��� ��������	�� �� ���� 
�������
�� &◦% ��� �� ��� �	����� -�	����. ��� ��������	�� �� 
������ ���� &◦% �� &◦% ��
�G&� '�� ������� ��������	�� �� &◦%� '�� ������. ρ = 2400kg/m32 ��� ���
�1
 ����

���
���(��. c = 1000J/(K ·kg) ��� ��� ������� 
���	
��(��. k = 1.4J/(K ·ms)� '��

��
	������ �� ���� ��� 1m2 �� ��� ����� '�� ���� �� ��(���� ���� �& ��� �����������
������ ��������� '�� ������� ���;���� �����
�� -�
����

Ke =

[
14 −14

−14 14

]
��� ��� ������� 
��
���(��. �����
��

Ce =

[
8 4
4 8

]
104

"���.��� ��� ���� ���� ��� ���� �������� �
���� ���
��-�� �-�(� ��� ��� �����

���
�� �� Θ = 02 0.5 ��� 1 �� ���������� '�� ����� ����.��� ���� �� 12 · 3600 ��

*����2 � 
���
� �� Δt = 3600 � �� ����� '�	� ����.��� ��� � ���� ����� ���
���������� *��	�� �� ���� ��� ��������	�� �� ��� ������ �� ��� ����2 (x = 0.5) ���
��� ����� 
���
�� �� Θ ��� Δt = 1 · 3600�

�� �� �(����� ���� ��� ���	���� ���� -�
��� 	����-�� ��� �	��� ������� ��� � 
���
�
�� ΔtG�$&&��

��
����.2 � 
���
� �� Δt = 0.24 ·3600 = 864 � �� ����� '�	� ����.��� ��� !& ����
����� ��� ���������� *��	�� ��� ���� ��� ��������	�� �� ��� ������ �� ��� ����2
(x = 0.5) ��� ��� ����� 
���
�� �� Θ ��� Δt = 1 · 3600� *��	�� ��� ���� ���� ���

���
� �� Θ = 0.52 ��� ���� � �����2 ��(�� ��� ���	���� ���� �� 
������ �� ��� � �
�
���	�����
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�� ���� �
 ������
���������

�������� ��� ����

���� %�� ����������� ��������� ���� ��	����� � ������ ����

"� ��� ��� ��������� ��� -����
� ��	����� ��� ��� �����.������ 
��� ��. -� ���
������� �� -� (���� ��� ��� ��������� 
��� -. ������ � ���� 
���
��. ���� ��

− ��((thq) + thQ = ρthc
dT

dt
3��4

����� th �� ��� ���
�����2 q �� ��� �	 2 ρ �� ��� ������. �� ��� ������� ��� c ��
��� ���� 
���
��.� :. ��������� ��� 
������	��(� �������� ��� ��� ����������� ����

���	
����2 ��������� ���2 ���� �� �������

q = −D∇T 3�4

'�� ������ ���� �� ��������������� ��������� ���� ��� ��. ��� -� ����	����� ��

��	�� �	� 	� ��	��������	�
� �
������ ��
� �	�

��((thD∇T ) + thQ = ρthc
dT

dt
; �� ������ A

qn = h �� Lh

T = g �� Lg

3��4

���� ���� ���� �� ��������������� ��������� ���� ���

'�� ������ ���� �� ��������������� ��������� ���� ��� ��. -� ������	����� ����
� ���� ���� �� ��� ���� ������ �� ��� ��� �����. ����� ���� ���� '�� ����
���� �� ����-������ -. �	�����. ��� -����
� ��	����� 3��4 ���� �� ��-�����. �����
����������� ������ �	�
���� v(x, y) ��� ����������� �(�� ��� �������

−
∫
A

v ��((thq)dA+

∫
A

vthQda =

∫
A

vρthc
dT

dt
dA 3��4

��



��������� �	 ��
� ��� �����������
��� �������� ���� ��
�

'�� 1��� ���� �� ���� ��	����� ��. -� ���������� -. ����� 	���� ��� A�����A�	��
������� ∫

A

v ��((thq)dA =

∮
L

vthq
TndL−

∫
A

(∇v)T thqdA 3�!4

=�� �� ���� � �������� �� 3��4 ������� ����∫
A

(∇v)T thqdA =

∮
L

vthq
TndL−

∫
A

vthQda+

∫
A

vρthc
dT

dt
dA 3�$4

?��2 	���� ���� q = −D∇T 2 ��������� ��� ���	��� -�	����. 
�������� qn = h
�� Lh ��� ����������� ��� �����2 ��� 1��� ���� ���� �� ��� ����������� ���������
���� ��� �� ����-�������

��
� �	� 	� ��	��������	�
� �
������ ��
� �	�

∫
A

(∇v)T thD∇TdA+

∫
A

ρthc
dT

dt
dA = −

∮
Lh

vthhdL−
∮
Lg

vthqndL+

∫
A

vthQdA

T = g �� �	���
� Sg

3�#4
'�� ���� ��;����
� �� ��� ���� ���� �� ��������� ���� ��� 
������� �� ���


������������ �����. ����� 
��� �� ���� �� ��� ��(� ����(���(�� -��� ���� �����
�
�� ��� ������� 
���������� ��� �� ��� ����� '��� ������� ���� ����� �������� ��� ���
��������	�� �	�� -� ���� �� -��� ������� 
���������� ��� ��� �����

���� ������� ����� ������� �� ��������������� ��������� ����

���

"� ��� ��� 
��� �� �����. ����� ���� ��� �� ����� ������� �� ��� ��������	�� ��
������	
��� '�� ����� ������� ��. ��� ��� ��������� 
��� -� ��������� ��

T (x, y, t) = N(x, y)a(t) 3�>4

����� N(x, y) ��� ��� ����� �	�
����� ���� �� �	�
����� �� x ��� y ������� a(t) ���
��� ����� ��������	��� ���� �� �	�
����� �� ����� '�� ���� ���� 3�#4 
������ -���
∇T ��� dT/dt� ���
� a �� ����������� �� ��� ������� 
����������� �� ��. �����

∇T = ∇Na = Ba 3�@4

��� ���
� N �� ����������� �� t �� ��. �����

dT

dt
= N

da

dt
= Nȧ 3��&4

"������� ��� A������� ������ ��� �
���� ������ �	�
���� v �� 
����� ��

v = Nc = cTNT 3���4



�	�	 ������ ����
����
� 
� ��
������
��� �������� ���� ��
��!

���
∇v = cTBT ����� BT = ∇NT 3��4

'�� ����� ������� 3���&4 ��� ��� 
���
� �� ��� ������ �	�
���� 3����4 �� ��������
�� ��� ���� ���� �� ��� ��� ����������� ��������� ���� ��� 3�$4 ��� ���� 	���� ���
��
� ���� ��� (�
��� c �� ����������� �� x ��� y ���	��� ��

cT

(∫
A

(BTthDBdAa+

∫
A

NTρthcNdA ȧ+

∮
Lh

NTthhdL+

∮
Lg

NTthqndL−
∫
A

NTthQdA

)
= 0

3���4
����� ��� (�
��� a ��� 
������ ��� ����� ��������	��� �� �	�
���� �� ��� ���� ���
ȧ 
������ ���� ����(���(�� �� ��� ����� ��������	���� "� ���� � �������� �� (���� ���
��-�����. cT (�
���� �� �� 
��
�	��� ����∫

A

(BTthDBdAa+

∫
A

NTρthcNdA ȧ = −
∮
Lh

NTthhdL−
∮
Lg

NTthqndL+

∫
A

NTthQdA

3���4
���
� ���� ��. -� ������� ��

Ka+Cȧ = fb + fl 3��!4

�����

K =

∫
A

BTthDB dA

C =

∫
A

NTρthcN dA

fb = −
∮
Lh

NTthhdL−
∮
Lg

NTthqndL

fl =

∫
A

NTthQ dA

3��$4

B�1���� ��� ���
� (�
��� f ��
f = fb + fl 3��#4

��	����� �! ��. -� ������� �� � 
����
� ���� ��

Ka+Cȧ = f 3��>4

���
� ��� (�
��� a 
������ ��� ����� ��������	��� �� �	�
���� �� ��� ���� ��� ȧ

������ ���� ����(���(�� �� ��� ����� ��������	��� 3���#4 ���������� � �.���� ��
�B+C� 3�������. ��;�������� ��	������4 �� ����� � ��� �� ����� ������� �� ����
�	�� ���� -� ����� '�� ����� C �� 
����� ��� ������	 ����� ��� �� ��� ���. ����
���� ��;��� ���� ��� �����. ����� 
����



�$������� �	 ��
� ��� �����������
��� �������� ���� ��
�

������� ' � ������	 ��	��� Ce  �� � 	�������������� ������ 	����"�� ������	

T2

T3

T1 ●

(x1,y1)

●

●

(x3,y3)

(x2,y2)

x

y

'�� 
���
��. ����� �� �������������� �� �������

C =

∫
A

NTρthcN dA 3��@4

*�� � ������ �������� ������� �� -�
����

Ce = ρthcAe

⎡
⎣ 1/6 1/12 1/12

1/12 1/6 1/12
1/12 1/12 1/6

⎤
⎦ 3�&4

����� Ae �� ��� ������� �����

���� "���� ������� �� ���� �� ��������������� ��������� ����

���

'�� 1���� ������� ��	������ ��� ��(� �� -� ����� ������ �� ����� B�;����� 
���
��
�� ��� ���� ����� ������� ��. -� ���� -	� �� ��� ��� ��������������� 
���2 ���. �
������ ���� ����� ������� �� 
���������� ���
� ��� ����� ������� �� ���� �� �
����2
��� ���� ����� ������� ���� ��� ���� ��� ��� ��������������� 
��� �� ���� (���� ���
���� ��� ����������������� 
����� �� ��� 
��
�	��� ���� ��� ��������	��� �� ���
�� � ���� ���� ai+1 
�	�� -� �������

K̂ = (C+ΔtΘK)

f̂ =
[
(C−ΔtK(1−Θ))ai +Δtf̄

] 3��4

����� ��� �(����� ���
� f̄ ��

f̄ = fi +Θ(fi+1 − fi) 3�4

K̂ ��� f̂ ���. 
������ ����� (��	�� ���� ��. -� 
��
	����� �� ���� ai� '�� 
���
��
�� ��� ������ ��������� Θ ���� ��� ���� ��� ��� ��������������� 
��� �� ���� (����
��� ��� ���� ��� ����������������� 
�����



�	�	 �����������
��� �������� ���� ��
� �#

��!� %���������������� ��������� ���� ���

'�� ������ ���� �� ����������������� ���� �� ��������� ���� ��� ��. -� ����
��.
������ ��

��	�� �	� 	� ������������	�
� �
������ ��
� �	�

div(D∇T ) +Q = ρc
dT

dt
; �� ������ V

qn = h �� �	���
� Sh

T = g �� �	���
� Sg

3��4

��� ��� 
������������ ���� ���� ��

��
� �	� 	� ������������	�
� �
������ ��
� �	�

∫
V

(∇v)TD∇TdV +

∫
V

ρc
dT

dt
dV = −

∫
Sh

vhdS −
∫
Sg

vqndS +

∫
V

vQdV

T = g �� �	���
� Sg

3��4

��������� ����� ������� �� T (x, y, z, t) ��� ��� 
���
� �� ��� ������ �	�
���� v(x, y, z)
�

������ �� A�������C� ������ ��� 1��� ������� .�����

Ka+Cȧ = fb + fl 3�!4

�����

K =

∫
V

BTDB dV

C =

∫
V

NTρcN dV

fb = −
∫
Sh

vhdS −
∫
Sg

vqndS

fl =

∫
V

NTQ dV

3�$4


