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Ledningar

Forfattarnas ledningar till vissa uppgifter (3:e och 4:e upplagan).




1.1

1.3

1.6

1.1 Kraften som vektor, elementaroperationer
Ledningar

Se Illustrationsexempel 1.1.1.

Resultantens belopp bestdms som i Illustrationsexempel 1.1.1.
Den sokta vinkeln kan sedan bestimmas med hjilp av sinussatsen.

Anvénd parallellogramlagen (som i Illustrationsexempel 1.1.2).
Med hjélp av sinussatsen visas sedan att

F Fy R

sina  sin20°  sin (160° — )

dar R =1,5 kN.
b) F har minimum dé sin (160°-a) = 1.






1.2 Krafter i tva dimensioner
Ledningar

1.10 Anvénd Varignons teorem, det vill siga dela upp kraften i komposanter, si att
hdvarmarna blir enkla. Hér ar det lampligt att dela upp i en vertikal och en
horisontell komposant. Berdkna dérefter momentet fér var och en av komposan-

terna, och addera dessa bidrag.

1.15  Se Hlustrationsexempel 1.2.4.

1.16  Se ledning till ex 1.10.

1.20 Momentet for ett kraftpar dr detsamma for alla axlar (visas i kapitel 1.2(d)).
Vilj déarfor den axel du tycker verkar enklast.

1.22  Dela forst upp kraftena i z- och y-komposanter, och addera dem fér att bestdmma,
kraftsumman (se Illustrationsexempel 1.2.5). Observera att de rena momenten
inte bidrar till X F.
Berikna darefter krafternas bidrag till momentsumman pa samma sétt som i
illustrationsexemplet. Har skall de rena momenten adderas till krafternas bidrag.

Se ocksa ekvationerna i anslutning till Figur 1.2.10.

1.23  Om det givna kraftsystemet skall ersattas med en enda kraft, maste denna vara
lika med systemets kraftsumma. Den maste dessutom ha en verkningslinje, sa att
dess moment med avseende pa nagon axel ar lika med det ursprungliga systemets
momentsumma med avseende pa samma, axel.

Da far det givna kraftsystemet och det nya enklare systemet, som bestar av en
enda kraft, samma kraftsumma och samma momentsumma med avseende pa

alla azlar.

1.31 Om tyngdkraftsystemets resultant gar genom O, sa ar systemets momentetsumma
Y Mp = 0. Teckna denna och 16s ekvationen med avseende pa a.







1.36

1.37

1.38

1.39

1.40

1.3 Krafter i tre dimensioner
Ledningar

Uttryck forst tyngdkraften som en vektor Q.

Bestdm sedan en enhetsvektor e liangs stangen (se ekvation (1.3.2)). Kom-
posanten langs stangen dr Q) = Q - ey (se Illustrationsexempel 1.3.2 och texten
omedelbart fore detta). Motsvarande vektor ar @) ej.

Komposanten (vektorn) vinkelrdtt mot stangen fas som Q — @ye,. Eftersom en-
dast beloppet soks kan det vara enklare att anvanda parallellogramlagen. Tyng-
den @ &r diagonal i en rektangel dér |@,| &r den ena sidan. Den andra sidan i
rektangeln ar det sokta beloppet av komposanten vinkelrdatt mot stangen.

Dela upp de bada krafterna i z-, y- och z-komposanter var for sig, och addera
sedan dessa.

Kraften pa 650 mN (P) delas forst upp i tva komposanter:

P cos 40° i z-riktningen och P sin 40° uppat langs planets brantaste lutningslinje.
Den senare kan sedan delas upp i - och z-komposanter.

a) Se Illustrationsexempel 1.3.1.

b) F = Fgc + Fgc + Fpc, dar F bestamdes i a).

Observera att de tre krafterna i hogerledet inte alla &r vinkelrdta mot varandra.
Dock géller att F'gc och Fpc ér parallella med var sin koordinataxel.

Kraften Fpg dr dessutom den enda som har en z-komponent. Detta gor att
denna enkelt kan bestdmmas. Kraften Fgc ar den enda som har en z-komponent.
Eftersom kraftens riktning &r given, kan d& hela kraften berdknas. Aterstar att

bestamma Fgc.
Anvind definitionen pé kraftmoment med avseende pa en punkt, ekvation(1.3.6).

Anviand sambandet My = M 4 - e). Folj instruktionerna vid figur 1.3.7.
For uppgift b) galler det att inse att alla enhetsvektorer parallella med z-axeln

ar (0, 0, 1), det vill sdga e,.




1.46

1.47

1.50

1.56

1.58

1.62

1.63

a) Kraften ar

§=1724 \x.
DA
Anvénd sedan definitionen pa kraftmoment med avseende pa en punkt, ekva-

tion(1.3.6).
b, ¢) Byt A mot B respektive C i ekvationen ovan.
d) Se ekvation (1.3.5).

a) Enklast berdknas momentet som kraften multiplicerad med hévarmen.
Téank pa att axeln OA (med O och A i denna ordning) bor riknas positiv
nedat. b) Anvénd definitionen péd kraftmoment med avseende pa en punkt,

ekvation(1.3.6).

Oyz ligger i viaggplanet. O dr mittpunkten pa vanstra luckkanten.
Tyngdkraften Q = mg(0, —sina, — cosa).

Tyngdpunktens lagesvektor fran O ar r = 0, 5a(sin 3, cos 3, 0).
Momentet med avseende pa origo ar Mo =7 x Q.

Komponenten M, efterfragas.

Se figur 1.3.11 och texten omedelbart till hdger om denna.

Momentet for ett kraftpar ar detsamma med avseende pa alla momentpunkter.
Det betyder att kraftparet ocksa har samma moment med avseende pa alla

parallella azlar.
Var skall en enstaka kraft som ar lika med X F placeras for att dess moment

med avseende pa z- och y-axlarna skall vara desamma som for det givna kraft-

systemet?

Se ledning till ex 1.62.



1.64 b) Anvénd ekvation (1.3.9) tillsammans med svaret i a).

1.65 a) Berdkna forst M.
Bultaxeln ar parallell med y-axeln. Beloppet av det mot bultaxeln vinkelrdta
momentet ar da

\/ Mﬁz + Miz

Motsvarande géller i b).







2.2

2.3

24

2.7

2.8

2.2 Tvadimensionella jamviktsproblem
Ledningar

Sfiren paverkas av tre krafter. Enligt resonemanget om trekraftsystem

i kapitel 2.2(a) maste krafternas verkningslinjer d& skira varandra i en punkt,
niarmare bestdmt i sfiarens medelpunkt. Detta villkor bestammer linkraftens
verkningslinje och ddrmed ocksa vinkeln mellan linan och viggen.

En korrekt friliggning hittar du hér.

b) Enligt avsnittet ”Superposition av nollsystem” i kapitel 2.1(b) kommer de krafter
som tillkommit jamfért med uppgift a) att bilda ett nollsystem. Detta kan
utnyttjas for att bestdmma tillskotten till de sékta krafterna, vilket leder till
ndgot enklare rikningar.

Frilagg skylten, och betrakta varsta fallet.
En korrekt frildggning hittar du har.

Om du &r osédker pa vilken typ av stodreaktioner som verkar i de olika fallen,
ta en titt pa figur 2.2.12 innan du frilagger balken.

Observera att krafterna fran hydraulcylindrarna &r riktade langs dessa
(tvakraftsystem).

Flakets tippningsvinkel kan bestdmmas med hjélp av sinussatsen.

Resultat: 14,3°

Om ditt svar blir dubbelt sd stort som svaret i facit, sd beror det antagligen pa
att du berdknat den sammanlagda kraften fran bada cylindrarna.




2.9 b) Frilagg systemet balk + trissa.
De tva linkrafter som verkar pa trissan #r var for sig lika stora som tyngden
av den hangande kroppen. I figur 1.2.11 visas hur man kan parallellférflytta en
kraft om man samtidigt adderar ett rent moment. Detta kan tillimpas for att
flytta linkrafterna till trissans mittpunkt. Man ser da att trissans radie, som
inte ar given, dr utan betydelse.
Alternativt kan man vilja att friligga balken och trissan var for sig.
Jamviktsekvationerna for trissan anvands da forst for att bestdmma krafterna
som balken och trissan paverkar varandra med. Jamviktsekvationerna for balken
ger sedan de sokta storheterna.
¢) Den elegantaste 16sningen fas (antagligen) om hela systemet frilaggs, och den
vénstra trissans mittpunkt véljs som momentpunkt.

2.10 a, b) Har kan det vara lampligt att tanka pa att nollsystem kan superponeras,
se kapitel 2.1(b). Det betyder att den palagda kraften F balanseras
av andringarna 1 fjaderkrafterna. Eventuella forspanningar av fjadrarna i

jamviktslaget spelar déirfor ingen roll.
c) Observera att fjdderkrafterna ar lika stora (= F') enligt Newton 3. Avstandet

A ar summan av fjaderforlangningarna.

2.16  Frildgg enligt samma princip som i [llustrationsexempel 2.2.10,
och still upp jamviktsekvationer.

2.17  Nair hjulet natt och jamnt rullar 6ver kanten ar kontaktkraften i den nedre
kontaktpunkten noll. Kontaktkraften mellan hjulet och kanten ar obekant till
savil belopp som riktning och maste darfor beskrivas med tva obekanta kom-

posanter.

2.18 Om du &r oséker pa vilken typ av stodreaktioner som verkar i de olika fallen,

ta en titt pa figur 2.2.12 innan du frilégger.
Téank pé att ett rent moment inte paverkar kraftjamvikten.

2.21 b, c¢) Frilagg stangen. Linkraften ar lika med tyngden av den héngande kroppen.
Dess hdavarm med avseende pa stangens upphéngningspunkt ar lika med héjden
i den likbenta triangeln, det vill sdga L cos (¢/2).
d) Eftersom friktionen kan forsummas, ar kontaktkraften fran kraften vinkelrat

mot stangen.

2.22  Sidorna i triangeln ABC férhaller sig som 3:4:5. D& maste vinkeln vid A vara rét.
Triangeln ACG &ar da ratvinklig och likbent (AC = AG), det vill siga de tva
spetsiga vinklarna ar bada 45°. Vid jamvikt befinner sig stingens tyngdpunkt
G rakt under C. Av detta foljer att stdngen bildar 45° vinkel med lodlinjen.

Dela upp krafterna i komposanter parallellt med och vinkelratt mot stangen.




2.26

2.27

2.34

2.36

2.42

2.43

I nagra av deluppgifterna finns en stang som endast paverkas av krafter i sina
dndpunkter, det vill siga av ett tvakraftsystem. Ar detta fallet har krafterna en
gemensam verkningslinje, det vill siga riktningen ar kand.

Frilagg forst balken AB, och bestdm stodreaktionen i A.
Frilagg sedan hela systemet.

Kolven paverkar vevstaken (”hogra stangen”) med en kraft som ar riktad lings
vevstaken (tvakraftsystem). Den horisontella komposanten av denna &r P (f6ljer
av horisontell kraftjamvikt for kolven). Da kan ocksa den vertikala komposanten

beraknas.
Kraftjamvikt for vevstaken bestdmmer de krafter som vevstaken och vevsldngen

("vanstra stangen”) paverkar varandra med.
Bestam till sist M med hjilp av jamviktsvillkor for vevslangen.

Ledningen géller fall a), men fall b) kan i princip 16sas pa motsvarande sétt.
Borja med att frildgga de bada stingerna samt kolven var for sig. Stall sedan
upp jamviktsekvationer for var och en av kropparna.

En korrekt frilaggning hittar du hér.

Jamfor Ilustrationsexempel 2.2.9 och dess ” Kommentar” betraffande
kraftriktningar. Ett liknande resonemang kan foras har.

Det kan vara lampligt att friligga tangens delar enligt figuren nedan.
-
Be

Friktionskrafterna som verkar fran réret pa tangens bada delar kan inte vara lika
stora, eftersom summan av de vertikala krafterna pa hela tangen da skulle vara
skild fran noll (ndrmare bestamt 30 N).




2.44  FIrilagg hjulet och den horisontella lanken BC var for sig:

Kraften i D maste vara riktad lings AD och ar naturligtvis ingenting annat &dn
den s6kta reaktionskraften i A.

2.45 Pa ett obromsat hjul ar friktionskraften fran marken noll, eftersom totala momentet
med avseende pa hjulaxeln maste vara noll vid jamvikt.

2.46 Utnyttja att BC och DE endast paverkas av tva krafter vardera.

2.48  Frilaggning av BC: ¥ Mp = 0 ger den vertikala kraften i C.
Frilaggning av AC: XM, = 0 ger den horisontella kraften.
Viktens tyngd behover alltsé ej berdknas.

2.49  Visa forst att sammanbindningslinjen mellan klotens medelpunkter bildar vinkeln o
med horisontalplanet, dir o satisfierar ekvationen

27‘—-’!’1—7’2

Cosx =
T+ T2

Frilagg dels det ovre klotet, dels réret. Pa griansen till tippning dr normalkraften
fran underlaget koncentrerad till en enda punkt.

2.50 a, b) Borja uppifran!
Den versta tegelstenen kan maximalt skjutas ut sa langt att dess tyngdpunkt
ligger rakt Gver den nist Oversta stenens kant, det vill sdga z; = a. Betrakta
déarefter de tva Gversta stenarna som ett system. Deras gemensamma tyngdpunkt
ligger i gransfallet rakt Gver den tredje stenens kant och sa vidare.

c) Eftersom

oo
a

n=1

ar divergent kan valvet goras oédndligt brett.




2.60

2.61

2.62

Folj 16sningsgangen i Illustrationsexempel 2.2.12.

Problemet kan l6sas med upprepad anvindning av snittmetoden,

till exempel sa hér: Lagg forst ett snitt genom BD, CE, CF och linan och betrakta
delen till héger om snittet for att visa att kraften i BD ar noll. Ligg darefter ett
snitt genom BD, DE, EG, GH och linan (pa tva stéllen) och betrakta den 6vre
vanstra delen av fackverket.

Liagg ett snitt genom CD, BD och AB. Betrakta den 6vre delen av fackverket.
Valj skdrningspunkten E mellan foérlangningarna av stingerna CD och AB som
momentpunkt. Observera att trianglarna ABD och ADE ér likformiga.







2.63

2.64

2.69

2.3 Tredimensionella jamviktsproblem
Ledningar

Stall upp linkraftvektorn Qegc dar C ar oglans position.

For stangen, anvind XM, = 0 (endast linkraften och den sokta kraften i A
bidrar till XMf;).

Linkraftens bidrag fas som z-komponenten av OB x Qegpc, dir O ar origo.

Hur skall kraften i A vara riktad for att den skall vara sa liten som majligt?

Lat B vara snorets fastpunkt pa klotet och O klotets medelpunkt.
I detta fall ligger O, B och A pa en rit linje vid jamvikt. — Varfor?
En forklaring och lite mera hjilp hittar du har.

Infdér som obekant nedre snérdelarnas lutningsvinkel mot horisontalplanet.
Tva frildggningar behovs, till exempel foljande:

e systemet skiva + ring

e enbart skivan

Jamvikt for hela systemet bestdmmer linkrafternas storlek. Nir denna ar kand

ger jamvikt for skivan den sékta vinkeln.

Nér denna ar kdnd kan det s6kta avstandet beréknas. Det kan da vara bra att
kénna till var tyngdpunkten for en triangel ligger (i det héir fallet pa avstandet
2h/3 fran vart och ett av skivans horn; h &r motsvarande héjd i triangeln).

Frilaggning av ring ar forstds ocksa mojlig som alternativ. Egentligen betraktar
man dé systemet ring + de delar av snoérena, som ar i kontakt med ringen. Se

figuren.




2.70

2.71

Teckna krafterna i stagen som vektorer enligt exemplet

Sce = Sceece- (Om du behéver hjilp med detta, se Illustrationsexempel 1.3.2
dér motsvarande berdkning gors.)

Det villkor som skall vara uppfyllt &r X Mo = 0, dar bidragen till momentsum-
man kommer fran krafterna i stagen samt kraften i traden AB. Detta leder till
tva skaldra ekvationer (z- och y-komponenterna av vektorekvationen) med Scg
och S¢p som obekanta.

b) Utnyttja att EF = 0.

Uttryck forst krafterna i vajrarna som vektorer enligt exemplet
Scp = Scpecp- (Om du behéver hjilp med detta, se [llustrationsexempel 1.3.2
dir motsvarande berikning gors.) Eftersom enhetsvektorerna ar kdnda, har vi
da uttryckt krafterna med sa fa obekanta som mdjligt, ndmligen en vardera.
Med origo i A, z-axeln i riktningen (7& och z-axeln rakt uppét (se figuren i facit)
har vi:
(3, 2, 4) (3, —1, 2)
Scp = SCD—@ , SBeg= SBE—m .

Frilagg skylten + stdngen. Stangens tyngd forutsatter vi vara férsumbar.
Jamviktsekvationerna

SF=0, SM,=0, SM,=0,

ger de fem sokta storheterna (krafterna i de tva vajrarna samt tre komponenter

av kraften i A).
Om du har rdaknat ratt skall ekvationen ¥ M, = 0 vara automatiskt satisfierad.




2.73

2.77

2.79

Figuren visar systemets symmetriplan.

Kraften R &r resultanten av krafterna i de tva lika tradarna (beloppet S vardera).
Av symmetriskal ligger denna i figurens plan. T &r den tredje tradkraften.
Tyngdpunkten G maste ligga rakt under upphéingningspunkten B (annars ar
inte XMy = 0).

D &r mittpunkt pa linjen AC.

For att kunna stélla upp jamviktsekvationer behover vi vinklarna u och v.
Bestam déarfor forst vinklarna a och 3 i den likbenta triangeln ABC.

Nér vinkeln 3 &r kénd, kan vi bestdmma vinkeln vy och strackan BD (= ¢) ur
triangeln CBD, som ocksa ar likbent.

Betrakta triangeln DBG (|BG| = d):

Cosinussatsen ger d = 1,0531a.

Sinussatsen ger € = 20, 859°.
Med © = 90° — a — € och v = 90° — B + ¢ ger jamviktsvillkoret R+ T + Q = 0:

— Rsinu — Tsinv =0,
) Rcosu+ Tcosv—Q =0.
Vi far
T =0,666Q, R=0,5974Q och ur detta dven S.

Utnyttja ”Superposition av nollsystem”, kapitel 2.1(b), slutet.

Bada systemen skall tillsammans med tyngdkraften bilda ett nollsystem.
De ar d& ekvivalenta. Det innebar att deras kraftsummor och momentsummor

skall vara lika.




2.83 Linkraften maste ha ett sidant vérde att jamviktsvillkoret X Mop = 0 ar uppfyllt.
Forutom linkraften dr det bara tyngdkraften pa den vertikala delen av platen
som bidrar till momentet.

Lagg in ett koordinatsystem, férslagsvis med origo i O och axlar langs OA och
OE.

Uttryck linkraften som en vektor med komponenter i detta system och teckna
bidragen till momentsumman ¥ Mg fran de tva intressanta krafterna. Projicera

sedan vektorn pa riktningen OD.

Observera att reaktionskrafterna i lagren bidrar till ¥ M o men inte till ¥ Mop.
Detsamma géller tyngdkraften pa den horisontella delen av platen. Vi behéver
dérfor inte berakna hela momentsumman ¥ M o, bara de delar som ar av intresse

for problemets 16sning.

2.85  Frilagg hela systemet (lucka + axel + hjul).
Stall upp jamviktsekvationer. Anvand A eller C som momentpunkt.

Observera att z-komponenterna av reaktionskrafterna i lagren inte kan
bestdmmas var for sig. Ekvationen ¥ F, = 0 ger deras summa, men ingent-
ing mer. Problemet dr dérfor delvis statiskt obestamt. Jfr Illustrationsexempel
2.3.2, dar ett liknande fall behandlas. I detta exempel soktes dock enbart z- och

y-komponenterna.

2.88 Momentjamvikt med avseende pa rotationsaxeln ger direkt att F' = 410 N.
Déarmed &r alla palagda krafter pa systemet axel + tvd hjul kdnda, och
de sékta reaktionskrafterna i A och C kan bestdmmas ur de aterstdende

jamviktsekvationerna.

2.90 Kedjans undre, hingande del kan normalt betraktas som ospénd.
Det betyder att den sokta kraften P ar kraften i kedjans 6vre del. Den
skall tillsammans med kraften mg och de sokta krafterna i A och B bilda ett

nollsystem.
Stall upp jamviktsekvationer for systemet. Anvand A eller B som momentpunkt.

De tva krafterna i A och B kan i princip ha komposanter i axeln AB:s riktning.
Dessa kan inte bestdmmas var for sig (och efterfragas darfor inte). Det &r dock
rimligt att anta att de dr relativt sma i ett fall som detta. Problemet &r dock
delvis statiskt obestdmt. — Jfr Illustrationsexempel 2.3.2, dar ett liknande fall

behandlas.




3.2 Masscentrum — tyngdpunkt. Berakningsmetoder

3.8

3.11

3.18

3.20

Ledningar

Den aktuella kroppen kan ses som skillnaden mellan tva cirkuldra koner.
Ett liknande problem 16ses i Illustrationsexempel 3.2.3.

Se Illustrationsexempel 3.2.2.

Kroppen dr sammansatt av en kvarts kon och ett ratvinkligt triangulért prisma,
vars tyngdpunkter har y-koordinaterna r/m respektive r/3.

Dela in i tunna cirkelskivor vinkelrdta mot z-axeln.
En godtycklig sidan skiva har radien

r=1+vR2 - 22

och tjockleken dz. Skivans tyngdpunkt har z-koordinaten z¢ = z.
Man finner att elementets volym dV = m(R? — 22)dz.
Segmentets volym

V=/dV=---=§h(sR2—3Rh—h2)

och

1
szdeV=




3.21

3.22

3.24

3.25

3.26

Anvind ekv (3.2.14)

a) Kan delas in i tunna cirkelskivor genom att ligga snitt parallellt med yz-
planet.

En sidan skiva har radien y = z2/a, och dess tyngdpunkt har z-koordinaten
o =1I.

Skivans tjocklek dr dz och volymen ar dV = my?dz.

Kroppens volym blir V = ma3/5.

b) Kan delas in i tunna cirkelskivor genom att ligga snitt parallellt med zz-
planet. Loses darefter pa samma sitt som a).

Kroppens volym blir V = ma?/2.

Kan delas in i tunna, horisontella halvcirkelskivor.

En sadan skivas radie dr z och dess lage i hojdled ér y. For dessa storheter galler
d4 sambanden y = z2/a och dy = 2zdz/a.

Skivans tjocklek ir dy och dess volym dV = (wz2/2)dy.

Skivans tyngdpunkt har koordinaterna zc = 4z/3w och yc = y = z?/a.
Kroppens volym blir V' = ma3/4 och statiska momenten

4
Ss =/xch=---=Ba4,
Sz =/yCdV=---=%a4.

Vid jamvikt maste kroppens tyngdpunkt ligga rakt under O.

Kroppens tyngdpunkt maste ligga rakt under P.
Det kan vara lampligt att lagga in ett koordinatsystem sa att axlarna ar parallella

med kubernas sidor.

Glatt kontakt innebér att den mindre cirkelns hogsta punkt (horisontell
tangent) sammanfaller med upphingningspunkten. P& lodlinjen genom denna
punkt finns kroppens tyngdpunkt. P& samma lodlinje finns dven den mindre
cirkelns medelpunkt. Det kan vara praktiskt att lagga in ett koordinatsystem
enligt nedanstaende figur och berdkna tyngdpunktens koordinater i detta:




3.27 Cirkeltangenten i P &r horisontell; kroppens tyngdpunkt ligger rakt under P.
Forslag: Lagg in ett koordinatsystem med z-axeln langs AC och y-axeln genom
B. Om tyngdpunkten skall ligga rakt under P, méaste ett visst samband gilla
mellan dess koordinater och vinkeln a.







4.1

4.7

4.12

4.14

4.15

4.16

4.17

4.21

4.1 Friktion
Ledningar

d) Observera att normalkraften N # mg cos 15°.

a) Momentjamvikt med avseende pa cylinderaxeln ger ett enkelt samband

mellan linkraften och friktionskraften.

Frilagg rullen och visa att friktions- och normalkrafterna &ar parvis lika
i bada kontaktpunkterna. Observera att kraften P verkar pa papperet, inte pa

rullen.

Har ar de geometriska villkoren sadana att eventuell glidning maste intraffa
samtidigt i bada kontaktpunkterna. Om gransfallet, da ¢ har sitt storsta mojliga
virde, betraktas kan alltsa i bdda punkterna friktionskraften sattas lika med uN,
dér N &r motsvarande normalkraft (olika N i de bada kontaktpunkternal).

Hér ar de geometriska villkoren sadana att eventuell glidning maste intraffa
samtidigt i bada kontaktpunkterna. Om grénsfallet, da h har sitt stérsta majliga
véarde, betraktas kan alltsa i bada punkterna friktionskraften sattas lika med piV,
dér N ar motsvarande normalkraft (olika N i de bada kontaktpunkternal).

Héar ar de geometriska villkoren sddana att eventuell glidning méaste intraffa
samtidigt i bada kontaktpunkterna. Om gransfallet, d& kilen glider, betrak-
tas kan alltsa i bada punkterna friktionskraften siattas lika med uN, dar N ar
motsvarande normalkraft (olika N i de bada kontaktpunkternal).

Eftersom det finns ett litet glapp melllan 1adan och gavlarna kommer det endast att
bli kontakt mellan 1adan och gavlarna i tva av 1adans horn. Har ar de geometriska,
villkoren sadana att eventuell glidning maste intréiffa samtidigt i bada kontakt-
punkterna. Om grénsfallet, da ladan glider, betraktas kan alltsd i bada punk-
terna friktionskraften séttas lika med plV, dar N ar motsvarande normalkraft.

Frilagg kropparna var for sig, och ténk pd att normalkraften i kontaktytan
mellan kropparna ar vinkelrit mot kontaktytan och inte vertikal. Nar kilen glider
ar friktionen fullt utbildad i bada kontaktytorna.



4.25

4.26

4.27

4.28

4.29

Har &r det geometriskt mojligt att glidning sker enbart i den ena kontaktpunkten.
Kvoterna F'/N maste darfér undersokas var for sig. Friktionskoefficienten maste
vara storre dn det storsta av de tva viardena.

Man finner direkt att Fo = Fg (momentjamvikt med avseende pa cylinderaxeln).
Man visar sedan att Ny < Np. Alltsa ar Fg/Np < Fp/Na. Risken for glidning

ar storst i A 1 bada fallen.

Har ar det geometriskt mojligt att glidning sker enbart i den ena kontaktpunkten.
Kvoterna F/N maste darfor undersokas var for sig och jamféras med
motsvarande friktionskoeflicient.

Man finner att Fg = Fg, Ng < Ng, vilket leder till att Fg/Ng > Fc/Ng. Om
friktionskoefficienterna hade varit lika stora, hade risken for glidning varit storst
i B. Eftersom friktionskoefficienten i B &r storre dn i C ar det inte uppenbart var
risken for glidning &r storst.

Antag darfor att glidning forst intréffar i den ena punkten (valj sjilv), och
bestdm motsvarande varde pa h. Berdkna darefter F//N for den andra punkten
och kontrollera att friktionsvillkoret (F//N < p) ar uppfyllt. Om inte, si har du
valt fel punkt. Prova i sa fall med den andra.

Tangens tva delar &r forenade endast i B (momentfritt).

Frilagg dels hela tangen, dels en av de tva delarna. Still upp jamviktsekvationer,
och bestdm friktions- och normalkrafterna vid de bada kontaktpunkterna med
roret. Berdkna direfter kvoterna F//N. Man finner att den sokta kvoten ar
1/7 = 0, 14 till hoger och 47/301 =~ 0, 16 till vénster.

Man kan visa att friktionskrafterna i de bada kontaktpunkterna vardera ar lika med
F = Q(9tana — 5)/12, dar @ betecknar tyngden av den mindre kroppen.
Normalkrafterna ér Ny = Q(7 + cota)/4 och Ny = Q(5 — cot @) /4 till vinster
respektive hoger, det vill sdga |F/Na| > |F/Ny|. Villkoret p > |F/Ns| leder till
olikheterna

1 3tana(tana —5/9)

J
s 5(tana — 1/5) <3

som har Igsningarna

fan o < ;1;,
% <tana < 1.

Till detta kommer villkoret tan ev > 1/5 (annars lyfter den mindre kroppen fran
underlaget; normalkraften Ny blir negativ).

Betrakta fallet da balen star pa gransen till tippning och inte glider.
D& angriper friktions- och normalkrafterna i balens framkant, samtidigt som

friktionsvillkoret F//N < p ar uppfyllt.




4.30

4.31

4.32

4.33

Tyngdpunkten maste ligga till vinster om blockets nedre hogra kant for att tippning
inte skall intraffa. Detta leder till villkoret tan 8 < 0,75. Friktionsvillkoret ger

tan 8 < p.

Ténk pa att N i uttrycket F//N betecknar normalkraftens belopp.
I det hér fallet har normalkraften dels en vertikal komposant pa grund av tyngd-
kraften, dels en horisontell pa grund av kraften P.

Friktionskraften har en komposant langs planets brantaste lutningslinje (fallinje)
och en vinkelrdtt ddremot. Storheten F' i uttrycket F/N betecknar friktions-
kraftens belopp.

Hér kan det tdnkas att glidning intraffar i den ena kontaktpunkten, men inte i den
andra. Kvoterna F'/N maste darfor undersékas var for sig. Friktionskoeflicienten
maste vara storre dn det storsta av de tva vardena.

De bada normalkrafterna ar héar lika stora. Friktionskraften i A kan visas vara
storst, det vill siga Fo/Np > Fg/Np. Glidning borjar darfor forst i A da P
tdnks vixa. Da ar friktionen i B &nnu inte fullt utbilldad.




4.35  Se ledning till ex 4.36. Anvind motsvarande 16sningsgang.

4.36 Vénstra figuren ar sedd uppifran, den hégra fran sidan.

Ur figurerna ovan fas: AP =73, AG= %AP = 72-57', sina = —%

Oversta kulan paverkas av tre normalkrafter (N;) och tre friktionskrafter (F}).
Kraftjamvikt ger sambandet

3Nicosa+ 3F sina—Q =0,

dir @ ar kulans tyngd.
Var och en av de tre undre kulorna paverkas av en normalkraft N3 och en

friktionskraft Fy fran underlaget. Jamvikt for hela systemet ger:

3N, —4Q = 0.

Genom att friligga en av de undre kulorna och stéilla upp jamviktsekvationer for
denna fas ytterligare tva samband, som leder till:

by sin

N,  1+cosa’
B 4sin o
Ny  9(1+cosa)’

4.41  Eftersom friktionskrafterna fran trumman pa repet striavar efter att rotera detta
moturs dr (forstas) kvinnans dragkraft S; mindre én linkraften Sy pa ladan;

— —pa
Sl—Sge w .

dar anliggningsvinkeln a = 375°.

4.42  Beteckna (fran vénster) linkrafterna S; och S dér S; = Se#® och a = 37/2.
Tva ekvationer behdvs: momentjamvikt for hjulet och for armen.




4.43

4.44

Linans anliggningsvinkel a dr 7/2 for alla viarden pa ¢.
Linkraften Sca bestdms ur momentjamvikt med avseende pa O for halvcylin-

dern. Pa grénsen till glidning dr Sca = Qe .
Varsta fallet fas for laget ¢ = n/2, dar tyngdkraftens moment med avseende pé

O ar storst.

Satt M = 20 kg.
Frilagg cylindern + den del av linan som ligger an mot den.
Friktionsvillkoret vid viggen ger

4-v3
2(vV3-1)
Friktionsvillkoret for linan ger

g 2
3e02m — 4

m > M = 31,0kg.

m M = 24,6kg.







4.1

4.7

4.12

4.14

4.15

4.16

4.17

4.21

4.1 Friktion
Ledningar

d) Observera att normalkraften N # mg cos 15°.

a) Momentjamvikt med avseende pa cylinderaxeln ger ett enkelt samband

mellan linkraften och friktionskraften.

Frildgg rullen och visa att friktions- och normalkrafterna ar parvis lika
i bada kontaktpunkterna. Observera att kraften P verkar pa papperet, inte pa

rullen.

Har ar de geometriska villkoren sddana att eventuell glidning maste intréffa
samtidigt i bada kontaktpunkterna. Om grinsfallet, da ¢ har sitt storsta méjliga
vérde, betraktas kan alltsa i badda punkterna friktionskraften sattas lika med pN,
dér N &r motsvarande normalkraft (olika N i de bada kontaktpunkternal).

Hér ar de geometriska villkoren sddana att eventuell glidning maste intréffa
samtidigt i bada kontaktpunkterna. Om gransfallet, da h har sitt storsta majliga
varde, betraktas kan alltsa i bada punkterna friktionskraften sdttas lika med pN,
dér N ar motsvarande normalkraft (olika N i de bada kontaktpunkternal).

Har ar de geometriska villkoren sddana att eventuell glidning maste intréffa
samtidigt i bada kontaktpunkterna. Om grénsfallet, da kilen glider, betrak-
tas kan alltsd i bada punkterna friktionskraften sittas lika med u/N, ddr N ar
motsvarande normalkraft (olika N i de bada kontaktpunkternal).

Eftersom det finns ett litet glapp melllan lddan och gavlarna kommer det endast att
bli kontakt mellan laddan och gavlarna i tva av 1adans horn. Har &r de geometriska,
villkoren sddana att eventuell glidning méaste intriffa samtidigt i bada kontakt-
punkterna. Om grénsfallet, da ladan glider, betraktas kan alltsd i bada punk-
terna friktionskraften sattas lika med uN, dar N ar motsvarande normalkraft.

Frilagg kropparna var for sig, och tdnk pa att normalkraften i kontaktytan
mellan kropparna ar vinkelrat mot kontaktytan och inte vertikal. Nar kilen glider
ar friktionen fullt utbildad i bada kontaktytorna.




4.25

4.26

4.27

4.28

4.29

Har &r det geometriskt mojligt att glidning sker enbart i den ena kontaktpunkten.
Kvoterna F/N maéste dérfor undersokas var for sig. Friktionskoefficienten maste

vara storre an det storsta av de tva vardena.
Man finner direkt att F4 = Fg (momentjamvikt med avseende pa cylinderaxeln).
Man visar sedan att Na < Np. Alltsa dr Fg/Ng < Fp/Na. Risken for glidning

ar storst 1 A i bada fallen.

Har ar det geometriskt mojligt att glidning sker enbart i den ena kontaktpunkten.
Kvoterna F/N maste déarfor undersokas var for sig och jamféras med
motsvarande friktionskoefficient.

Man finner att Fg = F¢, Ng < Ng, vilket leder till att Fg/Ng > Fc/Ng. Om
friktionskoefficienterna hade varit lika stora, hade risken for glidning varit storst
i B. Eftersom friktionskoefficienten i B ar storre an i C &r det inte uppenbart var
risken for glidning &r storst.

Antag darfor att glidning forst intréffar i den ena punkten (vilj sjéilv), och
bestdm motsvarande virde pa h. Berdkna dérefter F'//N for den andra punkten
och kontrollera att friktionsvillkoret (F/N < w) ar uppfyllt. Om inte, sa har du
valt fel punkt. Prova i sa fall med den andra.

Téngens tva delar ar forenade endast i B (momentfritt).

Frilagg dels hela tangen, dels en av de tva delarna. Stall upp jamviktsekvationer,
och bestdm friktions- och normalkrafterna vid de bada kontaktpunkterna med
roret. Berdkna dérefter kvoterna F/N. Man finner att den sokta kvoten &r
1/7 =~ 0,14 till hoger och 47/301 = 0, 16 till vinster.

Man kan visa att friktionskrafterna i de bada kontaktpunkterna vardera ar lika med
F = Q(9tana — 5)/12, dir @Q betecknar tyngden av den mindre kroppen.
Normalkrafterna ar N; = Q(7 + cot &)/4 och Ny = Q(5 — cot ) /4 till vinster
respektive hoger, det vill sdga |F'/N| > |F/Ni|. Villkoret p > |F/N3| leder till

olikheterna

1 3tana(tana —5/9)

1
3= 5(tana — 1/5) <3

som har 16sningarna

tana<%,
% < tanoa < 1.

Till detta kommer villkoret tan & > 1/5 (annars lyfter den mindre kroppen fran
underlaget; normalkraften Ny blir negativ).

Betrakta fallet da balen star pa grinsen till tippning och inte glider.
D& angriper friktions- och normalkrafterna i balens framkant, samtidigt som

friktionsvillkoret F/N < u ar uppfyllt.




4.30

4.31

4.32

4.33

Tyngdpunkten méaste ligga till véinster om blockets nedre hogra kant for att tippning
inte skall intraffa. Detta leder till villkoret tan 8 < 0,75. Friktionsvillkoret ger

tan 8 < p.

Téank pa att N i uttrycket F//N betecknar normalkraftens belopp.
I det har fallet har normalkraften dels en vertikal komposant pa grund av tyngd-
kraften, dels en horisontell pa grund av kraften P.

Friktionskraften har en komposant ldngs planets brantaste lutningslinje (fallinje)
och en vinkelrdtt ddremot. Storheten F' i uttrycket F//N betecknar friktions-
kraftens belopp.

Hér kan det tankas att glidning intraffar i den ena kontaktpunkten, men inte i den
andra. Kvoterna F'/N maste darfér undersokas var for sig. Friktionskoefficienten
maste vara storre dn det storsta av de tva vérdena.

De bada normalkrafterna &r héar lika stora. Friktionskraften i A kan visas vara
storst, det vill siga F /Ny > Fg/Np. Glidning borjar darfor forst i A da P
tdnks viaxa. Da dr friktionen i B dnnu inte fullt utbilldad.




4.35  Se ledning till ex 4.36. Anvind motsvarande 16sningsgang.

4.36 Vanstra figuren ar sedd uppifran, den hogra fran sidan.
Ur figurerna ovan fas: AP =rv3, AG= %AP = %r, sina = —‘}.—3

Oversta kulan paverkas av tre normalkrafter (N) och tre friktionskrafter (F}).
Kraftjamvikt ger sambandet

3Nicosa+3F sina— Q@ =0,
dér @ ar kulans tyngd.

Var och en av de tre undre kulorna paverkas av en normalkraft Ny och en
friktionskraft F» fran underlaget. Jamvikt for hela systemet ger:

3N, — 4Q = 0.

Genom att friligga en av de undre kulorna och stélla upp jamviktsekvationer for
denna fas ytterligare tva samband, som leder till:

/3 sin o

N,  1+cosa’
B 4sin o
No  9(1+cosa)’

4.41  Eftersom friktionskrafterna fran trumman pa repet striavar efter att rotera detta
moturs dr (forstas) kvinnans dragkraft S; mindre &n linkraften Sy pa ladan;

S1 = S2e™H%,

dar anliggningsvinkeln o = 375°.

4.42 Beteckna (fran vénster) linkrafterna Sy och S dar S; = Se#® och a = 37 /2.
Tva ekvationer behdvs: momentjamvikt for hjulet och for armen.




4.43

4.44

Linans anliggningsvinkel a ar 7/2 for alla varden pé ¢.

Linkraften Sca bestdms ur momentjimvikt med avseende pa O for halveylin-
dern. P& gransen till glidning dr Sca = Qe*.

Varsta fallet fas for laget ¢ = 7/2, dér tyngdkraftens moment med avseende pa
O &r storst.

Satt M = 20 kg.
Frilagg cylindern + den del av linan som ligger an mot den.
Friktionsvillkoret vid vaggen ger

4-/3

m > —————-M = 31,0kg.

2(v3-1)
Friktionsvillkoret for linan ger
2 = k
m > *ée—mM = 24, 6 g.







4.2 Snittkrafter, balkar
Ledningar

Under ”Svar” till detta avsnitt finns i manga fall ganska utforliga illustrationer som kan
fungera som ledning vid problemlésningen.

4.48

4.53

4.54

4.55

Observera innebérden av T, ... My,,. Se figur nedan.

{
X
Mby T :
\ y Zv
ey

i,
[Aqt * M,

Pa den aterstaende balkdelen till vinster om snittet, skall i snittpunkten verka
motsvarande krafter och moment T, ... My, fast motsatt riktade enligt reak-
tionslagen.

Att momentens belopp skall vara lika ger tva majligheter.

(E—Q)L=QL ger P =30Q,

PGy, _ _
~(5-3)L=QL ex P=-Q

Kraften P far parallellférflyttas till ”skarvpunkten”, om ett rent moment adderas.
Se figur 1.2.11.

Frilagg forst hela systemet balken + hjulen + hela linan och berdkna stodkrafterna,

i A och B.
De tva linkrafterna som verkar pa vart och ett av hjulen kan har ”flyttas” till

hjulets centrum (se figur 1.2.11), innan balken snittas.



4.57

4.58

4.59

e) Frilagg vinstra balkdelen:

Q4| . M
a 2a/3 "
50/12 T

I samtliga fall ar det 1dtt att berdkna stodreaktionerna genom att lata den utbredda
lasten representeras av sin resultant. Resultat:

a) kraft @ uppat, moment QL /4 medurs

b) vénster stéd Q/2 nedat, linkraft 3Q)/2

c) Q/2 vid bada stéden

I c-uppgiften &r lastintensiten q = kz, dir k = 2Q/9a2.

Berékna forst stddreaktionerna.
I figuren nedan &r figuren vriden ett kvarts varv medurs.

qh P

\AAAAARAAAAARAI AAAAA
————a =

H 8y

2h/3

Har dr R och P komposanter av kraften i staget.

Stodreaktioner: V = gh/4, P = 3qh/4.

For den givna fragestallningen behéver H och R inte berdknas.

Lagg sedan snitt under och ovanfor stagets fistpunkt, och betrakta jamvikten

for ena delen.




4.60 Eftersom underlaget ar glatt, sa ar stodreaktionerna vertikala.
Av symmetrin f6ljer att de har beloppet P/2 + mg vardera.
Frilagg ena halvan, till exempel den hégra (figuren roterad 45°):

R P/2 + mg
M 0
1 / 'Sn 45

N EERERAENRRERERNY
e Mg
Sﬂittl (Sn) gors Ilaé avstidndet x fran vinkel-

spetsen. Se nedan.

| > |
I X
: N‘é

M

\T !

L-x i
\ l P/2 + mg
L-x

T =

Har har hogra balkdelen (den del som ligger under snittet Sn) frilagts. D4 slipper
man blanda in det okdnda kraftsystemet (R, M;) som verkar i vinkelspetsen.
Observera standardriktningarna hos N, T och M i den undre frilaggningsfiguren.

4.61  Stodkrafterna dr 7Q)/6 och 11Q/6.

4.63  Frilagg forst hela kroppen for att bestdmma stodkrafterna i A och D.
Eftersom de lutande planen ar glatta, ar riktningarna kénda.
Frilagg sedan en av de vertikala delarna (till exempel) AB for att bestdimma
krafter och moment som AB och BC paverkar varandra med i B. Momentet blir

PL tana.
Snitta till sist pa vanligt satt fér att bestémma bdjmomentet.

4.65  Friliagg forst hela systemet for att berdkna stodreaktionerna i A och E.
De blir vertikala med beloppen P/2.
Frilagg sedan stangen AC.
Y Mc = 0 ger stangkraften Ngp.
Y F = 0 ger krafterna i C.
Snitta till sist pa vanligt satt.







5.4

5.5

5.6

5.7

5.9

5.10

5.1 Partikelns kinematik - ratlinjig rorelse
Ledningar

Utga fran grafen for v(t), och anvind den metod som behandlas i avsnittet

”Grafisk framstéllning”.
Se dven Ilustrationsexempel 5.1.1, lésningsalternativ 2.

Formlerna i avsnittet ”Konstant acceleration” kan tillampas,
dels for hissen, dels for stenen. Var noga med att halla isdr ekvationerna for de

tva kropparna; en uppsattning ekvationer /kropp.
Stenens acceleration &r g, hissens noll. Téank ocksa pa att begynnelse-

hastigheterna ar olika.

Visa forst att falltiden 7 &r 16sning till ekvationen

20T
7'2+2E7'—L:0,
g

dir v ar ljudhastigheten och 7" = 10,0 s.

Har ar det bést att inte blanda in tiden.
Att bilen bromsas likformigt betyder att accelerationen &r konstant (< 0). D4

far ekvation (5.1.6) anvéndas.

Antag att A passerar B (som befinner sig i laget s =0) da t = 0.
Da galler:

1
sA =wval, s = EaB(t — 7‘)2,
diar 7 =10 s.
Betrakta polisens rorelse relativt taget.

Da han kor fran téten mot slutet av tdget har han hastigheten 12 m/s relativt
taget. I den motsatta riktningen &r relativhastigheten 8 m/s.




5.11

5.13

5.15

5.18

5.19

5.23

Visa forst att sambandet mellan accelerationerna ar 5ax = 3ag.
Om A startar vid t = 0 galler:
1 9

SA = —aat

1
5 SB = EQB(t -7)%,

dir r = 2 s.

Bestam forst hastigheten och accelerationen som funktioner av tiden.
Utnyttja sedan trigonometriska ettan for att eliminera tiden.

Anvind metoden i illustrationsexempel 5.1.2a-b.
Se illustrationsexempel 5.1.3.

Den sokta medelhastigheten dr v = L/7,
dar L &r den stricka partikeln har firdats innan hastigheten vy uppnatts, och 7

ar den tid detta har tagit.
For att bestimma L gors omskrivningen

v
a=v— = L=..=—,
ds ag
For att bestdmma 7 utnyttjas att

d =
a=__v‘ ¢ T:...—_—w_
dt ao

Enligt texten kan vi skriva accelerationen som

a = —ks,

dér k &r en positiv konstant. Denna bestdms av att maximala retardationen 5¢
fas for s = L, ddr L ar bromsstrickan, det vill saga k = 5g/L.
Vidare galler

dv

=9— =k
a vds s,

som efter integration leder till svaret.




5.24

5.25

5.26

5.27

Har ar accelerationen

med begynnelsevillkoret v = vy for s = 0.
Lésning med hjilp av variabelseparation ger

v ol cs?
—— = —ggs— —-
2 2 2

Utnyttja att accelerationen

dv b—s
k
ds b+ s’

dér k &r en in sa linge okdnd proportionalitetskonstant.
Integrera forst fran s = 0 till s = b for att bestdmma k. Integrera dérefter fran

s =0till s =2b.

Férsok bestamma, ett uttryck for v(s), och sk maximum f6r detta.
Om du beh6ver mera hjalp, titta har.

Allménna l6sningen till differentialekvationen

8§+ cs = agsin
kan skrivas som
§ = Sp + Sp,
dar
sp = Cysin+/ct + Cy cos /ct

ar den allménna l6sningen till motsvarande homogena, ekvation, och Sp &r en
partikularlésning. Ansatt

sp = Asin Qt.

Begynnelsevillkor: s =0 och § =0 for ¢t = 0.







5.31

5.32

5.33

5.47

5.48

5.2 Partikelns kinematik - kroklinjig rorelse
Ledningar

b) Visa forst att v, = —gqy och vy = %qm.
c¢) Utga fran svaret i a). Anvind trigonometriska ettan for att eliminera t.
d) Bestam forst accelerationsvektorn som funktion av tiden.

c) Eftersom z2 + y? = a? ror sig partikeln pa en cylinderyta med z-axeln som
symmetriaxel. Da wt Okar med 27 gar partikeln ett varv runt cylinderytan
samtidigt som z-koordinaten 6kar med 27wa. Banan &r dirmed en spiral.

a) Utga fran sambandet

dy _dy da
dt  dz dt’

Tangentialaccelerationen a, =9 = 1,2 m/s? #r konstant.
Gor omskrivningen

dv_ dv
dt_vds

och integrera.

Att v okas likformigt i tiden betyder att

. dv vdv
STdt ds
ar konstant.
Anvand forst detta samband tillsammans med de givna uppgifterna for att
bestdmma as. Nar vil ag ér kind kan sambandet utnyttjas en andra gang for

att bestdmma hastigheten efter 110 m.
Den totala accelerationen fis som |a| = /a2 + a2, dir a, = v?/r.




5.49

5.50

5.52

Utga fran sambandet

af? = a2+,

som ger
2

0107~ ()" + (2

Nir den slutliga topphastigheten uppnéatts ar % = 0. Detta bestammer vy x.

Efter viss omstuvning fas en separabel differentialekvation for v som funktion
av s. Det kan vara lampligt att gora variabelsubstitutionen y = v2.

Utga fran sambandet

lal® = a? + a2,

som ger
2

o8 = (vgr) +(5)"

Efter viss omstuvning (tank pad att as < 0 vid inbromsning) fas en separabel

differentialekvation for v som funktion av s. Det kan vara lampligt att gora

variabelsubstitutionen y = v?.

Likformig fartokning betyder att

s =V =17

ar konstant. Tillsammans med villkoret ¢ = 7/2 for t = 0,15 s kan detta
anvandas for att bestamma a,.
Skriv darefter om a; som

_dv dv

as = — =v—,
T dt ds

vilket efter integration ger
2

ass = —

Ur detta kan v och ddrmed ocksd normalaccelerationen a, bestimmas for varje

virde pa s = ro.
Nar accelerationsvektorns bada naturliga komponenter &r kénda, kan denna
enkelt delas upp i cartesiska komponenter.




5.53

a) Utnyttja att

e 4o dp dp  do,
BTG T e At Tdp?

vilket ger en separabel differentialekvation fér ¢ som funktion av .







6.1 Partikelns kinetik - Grundlaggande lagar och begrepp

6.7

6.9

Ledningar

a) I den foreslagna referensramen:
A vilar i origo (va =0, sa = 0).

a,]g,t2

vB = apl, SB =30+T.

dér ag = 1,5 m/s?, sp = —30 m.
Omkorningen ar avslutad, da sg = 30 m.

Utga fran Newtons lag 2

det vill sdga Fapsolut = M@absolut-
Anvind galileitransformationen, ekv. (6.1.4) for hastighet och acceleration.




6.10

6.11

b)

Bidraget till gravitationskraften pa P fran ett litet ytelement med arean dA ar

modA
02

dér 0 = M/4nr? &r ytdensiteten, och p = (r2 + R? — 2rRcos ¢)'/? &r avstandet
fran ytelementet till P.

Betrakta sedan bidragen fran element som bildar ett smalt cirkulért band pa
sfarens yta. Alla sddana kraftbidrag f bildar samma vinkel o med linjen OP.
Bandet har radien Rsin g, bredden Rdy och arean 27 Rsin ¢ - Rdy. Deras sam-
manlagda bidrag till gravitationskraften F blir

f=6

2}

dr =g 2WRS;DLP By cosa. (1)
p
2.8, nd

2rp

enligt cosinussatsen.
Addera till sist bidragen fran alla band genom att integrera ekvation (1) éver

hela sfiren med ¢ som integrationsvariabel.

c) Sfaren kan tdnkas uppbyggt av ett stort antal tunna koncentriska skal.
Bidraget fran vart och ett av dessa bestdmdes i b). Integration med skalradien
som integrationsvariabel ger totala gravitationskraften fran sfiren.

Anvénd resultaten i 6.10 a) och c).




6.13

6.15

6.18

6.20

6.22

6.2 Partikelns kinetik - Tillampningar
Ledningar

Det som kinns som barnets tyngd &r den uppatriktade kraft F' som mannen
paverkar barnet med. Denna fas ur Newton 2 for barnet. Svar i kilogram maste

hér avse storheten m’ i sambandet F' = m/g.

Den normalkraft som verkar pa gruvarbetarens fotter maste vara N = m/g,

dar m' ar det virde som vagen visar.
Newton 2 tillimpad pa gruvarbetaren ger sedan hennes (och hissens) accelera-
tion. Denna kan sedan anvindas for att bestdmma maxhastigheten.

Ekipagets acceleration &r a = gsina.
Tillampa Newton 2 (F = ma) pa kulan. Stéll upp tvd komponentekvationer.

Obekanta: snorkraften och den sokta vinkeln.

Satt vp =18 m/soch t; = 1,2 s.
Lagg en s-axel uppat, och lat ¢ = 0 svara mot den tidpunkt da den forsta kulan

kastas.
For de bada kulornas s-koordinater géller da:

1 1
81 = ot — §gt2, s2 = vo(t —t1) — —2—g(t —t)2

Berakna, forst hastigheten och den tillryggalagda strickan efter 4,6 s.
Resultat:

3gt1 7gt%
2’ 6 ’
dar t; = 4,6 s.
Darefter verkar endast tyngdkraften.




6.23

6.24

6.27

6.32

a) Anvind F,. = ma, dar

Mm
Fr__G’_z
-
och
- vdv
T T dr

Detta ger en separabel differentialekvation for v(r).
b) For att kroppen aldrig skall atervinda far inte hastigheten bli noll f6r nagot

virde pa r, inte ens om r — 0.

Anvand F, = ma, dar

Mm
F. ——G——2
7
och
- vdv
T dr

Detta ger en separabel differentialekvation for v(r).
Vi vet att v =0 for r = 4R + R = 5R och vill berdkna v for r = R.

Sa linge F' < usN = psmg ror sig inte kroppen.

Ur diagrammet kan man darfor ldsa av ndr kroppen sétts i rorelse.

Dérefter adr den resulterande kraften F' — py IV, vilket bestdmmer accelerationen
som funktion av tiden. Observera att det matematiska uttrycket for acceleratio-
nen beror pa om ¢ dr mindre dn eller storre dr 2 s. Det kan kanske vara enklast

att forst berdkna hastigheten for ¢ = 2 s.

Betrakta ett visst forsok - vilket som helst. Beteckna den totalt tillryggalagda

strackan innan baten stannar med L.
Vid en viss tidpunkt har da vigkoordinaten virdet s samtidigt som hastigheten
har virdet v. Enligt problemtexten ér da den aterstdende strickan innan baten

stannar

aln (l—l—%).

Alltsa géller att

L=s+aln(1+g)-

b
Derivering med avseende pa tiden ger ett samband mellan hastigheten
$ = v och accelerationen v, vilket tillsammans med Newton 2 bestdmmer

rorelsemotstandet.




6.36

6.42

6.44

6.45

Utnyttja uppgifterna om bromsstrackan pa horisontell vag
till att bestamma friktionskoefficienten.
Resultat: u =0, 80.

Sa lange friktionskraften pa kroppen pa lutande planet dr mindre &n pgV,
ir systemet i jamvikt. Utnyttja detta for att bestdmma virdet pa lutningsvinkeln
da systemet borjar rora sig. Resultat: o = 43,91°.

Det ér fran borjan inte klart om A glider relativt B eller ej.

Om man boérjar med antagandet att A foljer med i B:s rérelse kan accelerationen
hos kropparna beréknas (gor dettal!). A:s acceleration orsakas av friktionskraften
mellan kropparna, vilket betyder att man kan berdkna hur stor denna maste vara,
for att ge den berdknade gemensamma accelerationen (gor ocksa detta!). Om det
berdknade véardet &r storre an friktionskraftens storsta mojliga varde (0,4mapg),
sa betyder det att antagandet dr felaktigt. Om du genomfort rikningarna korrekt
boér du komma, fram till att sa &r fallet.

A glider alltsa relativt B; friktionen &ar fullt utbildad pa bada stéllena.

Med F' = 180 N fas da:

F —0,3(ma +mp)g —0,4mag = mpag.

Det bor tilliggas att om man slentrianmassigt utgar fran att friktionen ar fullt
utbildad blir svaret visserligen korrekt, men detta far anses vara mera tur an
skicklighet. For andra val av numeriska vérden (till exempel ett mindre virde
pa F') kan metoden ge ett resultat som inte bara ar felaktigt utan ocksa orim-
ligt (apa > ap). Om man d& enbart berdknat B:s acceleration, lar man inte

genomskada detta.

Borja med att frildgga trailern och containern var for sig.
Se till att de inbordes friktionskraftena mellan kropparna (umg vardera) &r rik-
tade at ratt hall. De skall dels uppfylla Newton 3, dels strava efter att motverka

den gliduing som sker mellan kropparna.
Nar trailern ror sig strickan Az framat ror sig containern 2Axz. Detta ger ett

samband mellan accelerationerna.



6.49

6.51

6.52

6.53

Fall 1:
Visa forst att accelerationen dr —pugg, dar us = 0,80. Eftersom accelerationen

ar konstant, kan da bromsstrickan enkelt berdknas till 39,8 m.

Fall 2:
Visa forst att accelerationen ar

v
a(v) = —0,759 (l — a)
Anvind sedan sambandet

a=t—

ds

for att komma fram till en separabel differentialekvation for v(s). Integrera
denna med grénserna v = (90/3,6) m/s fér s =0 och v =0 fo6r s = L, dar L ar
bromsstrackan. Svaret skall bli L = 53,2 m, om du raknar ratt.

Visa forst att accelerationen ar g — cv.
a-b) Anvand metoden fran illustrationsexempel 5.1.3a-b (losningsalternativ 1).

For b) far man:

g g —ct
=Zt—Z(1-e"%),
s="t— 5 )

a) Newton 2 ger: mg — mcv? = ma,

a-b) Anvand metoden fran illustrationsexempel 5.1.3 (16sningsalternativ 1,a-b).
c¢) Nér grianshastigheten uppnatts dr a = 0, vilket direkt ger mg — mcvg = (.

Alternativt kan man lata ¢ — oo i svaret pa a).
d) Anvind metoden fran illustrationsexempel 5.1.3 (lGsningsalternativ 2, si

langt som behdvs).

Linjart luftmotstand innebér att den bromsande kraften kan skrivas som mcwv.
Férsta informationen ger da att konstanten ¢ = g/vg, dar vy = 27 m/s.
For andra fallet ger Newton 2:

—mg — mcv = ma.

Anvind metoden fran illustrationsexempel 5.1.2a for att finna ett samband
mellan v och t. Resultat:

g+cv
= —¢t,
g+ cyg

In

dér vy ar begynnelsehastigheten.
Néar vandlaget nas ar v = 0.




6.54

6.55

6.56

Satt t = 0 da 007 byter stil. For ¢ > 0 giller da:

sy = Ugdt, (1)

mg — MmcsUBp = ™MAB. (2)

Index U och B star for de bdda inblandade hopparna. Vidare &r wvgq
granshastigheten i dykstil, och ¢s dr 007:s motstandskoefficient i svdvstil. Denna
hénger ihop med motsvarande grinshastighet via sambandet mg — mcsvgs = 0,

dir vgs = vgq/2.

Strategi: Anvénd ekv (2) for att bestdmma 007:s lige s som funktion av tiden.
Satt sedan sg = sy och 16s ut tiden.

Begynnelsevillkor f6r ekv (2): v = vgq, sB = spp = 40 m for ¢t = 0.

Man finner att

SB = Ugs (t + E(1 - e_gt/”gs)) + SRo-
g

Ekvationen sg = sy maste losas numeriskt med avseende pa tiden.

I bada experimenten &r a = 0.

mgsino — umg cos o — dv? = 0.

Ger tva ekvationer i d och u.

Rorelseekvation: —D = ma.
a) Skriv om accelerationen som

a=v—
ds’

vilket ger en separabel differentialekvation for v(s].
b) Anvéand definitionen pa acceleration for att fa en differentialekvation for v(t).

Vad blir ¢ fér v = 0?7
c¢) Integrera ytterligare en gang for att fa s(¢). Satt in det vdrde pa t som

bestdmdes i b).
Slutsats: Det &ar inte sjalvklart att en idealiserad modell leder till ett realistiskt

svar.




6.57  Rorelseekvation: —(cv + bv?) = ma.
a) Skriv om accelerationen som

ol
© T ds’
vilket ger en separabel differentialekvation.
Lésning;:
_m ¢+ by
=% ln(c+bu)'

b) Anvind definitionen pa acceleration for att fa en differentialekvation f6r v(t).
Lésning:

cvoe—ct/m

v= ,
¢ + byg — byge—ct/m

Som synes blir aldrig v = 0.
Slutsats: Det ar inte sjalvklart att en idealiserad modell leder till ett realistiskt

svar.

6.58  Om rorelsemotstindet skrivs pa formen mcv? blir grinshastigheten

Behandla rorelse uppét och nedat var for sig.
I bada fallen ar det lampligt att skriva accelerationen som

a=v—.
ds
Bestam forst hur hogt kroppen nar innan den vander.
Resultat:

1 g+ cvd
h= oI (£220),
2cn g )

Berakna sedan vilken hastighet v den far efter att ha fallit strickan h.
Man far da féljande samband:

1 g
h=_1 ( )
2 g — cv?

Satt till sist in ¢ = g/vZ och forenkla.

6.59  Berdkna forst hur lang stricka som tillryggaldggs innan skdrmem 16sgors.
Resultat: 958,5 m




6.61

6.67

6.68

6.69

6.70

6.72

Observera att det dr den resulterande kraften som ar given.
Lagg darfor inte till ndgon tyngdkraft, ndgon normalkraft eller ndgon annan

kraft.

Lagg in ett koordinatsystem med tva axlar i det lutande planet,
till exempel med z-axeln horisontell och y-axeln nedat utefter linjen med storst

lutning.

Tyngdkraftens komposant i zy-planet blir d& gsin25° i y-riktningen. Nagon
annan kraft i zy-planet finns inte, eftersom friktion saknas.

Antag att pucken skjuts ivdg fran origo i z-riktningen da t = 0.

Se illustrationsexempel 6.2.8.

Se illustrationsexempel 6.2.8.

Folj metoden i illustrationsexempel 6.2.7 f6r att bestdmma kulans koordinater

som funktioner av tiden.
Om kulan stots ivdg i punkten (0; h), ddr h = 2 m, far man

r = wgcosa-t,
1
y = h+vosina-t—§gt2.

Stotlangden L fas som virdet av x da y = 0. Detta ger ekvationen

2 v v o
L*—2—=sinacosa:L —2h— cos®*a = 0. (3)
g

Derivera med avseende pa «. Nar L = Ly, ar
dL
da

Detta ger Lmax = 2htana, som insatt i ekv (3) ger en ekvation for @. Denna

har 16sningen o = 42°.

0

Ligg in ett koordinatsystem med origo i P, z-axeln utmed det lutande planet och

y-axeln vinkelrdtt mot detta.

Tyngdkraften Dblir di& (mgsin30°, —mgcos30°) och elevationsvinkeln
a=30°+p3.

Folj sedan metoden i illustrationsexempel 6.2.7 for att bestdmma kastlingden

som funktion av a.
b) Derivera kastlangden med avseende pa « for att sbka maximum.




6.73

6.74

6.75

6.77

Lagg in ett koordinatsystem med origo i startpunkten, z-axeln snett uppat,
parallell med det lutande planet och y-axeln snett nedat, vinkelrdtt mot planet.
Tyngdkraften blir d& (—mgsin 30°, mg cos 30°).

Folj sedan metoden i illustrationsexempel 6.2.7 for att bestdmma nér foremalet
landar, det vill sdga nir y = 40 m.

Sék till sist motsvarande varde pa |v|.

Légg in ett lampligt koordinatsystem.
Forslag: Léagg origo i A, y-axeln i bilens fardriktning och z-axeln uppat.

Stéll upp snobollens rorelseekvationer i de tre koordinatriktningarna och integr-
era for att fa koordinaterna som funktioner av tiden.

Villkoret att snobollen skall traffa sitt mal bestdmmer tidpunkten for traff,
samt snobollens utgangshastighet. Utnyttja detta for att bestdmma snébollens

hastighet nir den traffar.

Omedelbart efter det att hopparen lamnat planet dr hans hastighet densamma

som planets, det vill sdga vg horisontellt.
Vad sager detta om luftmotstandets storlek och riktning?

Betrakta partikelns rorelse i en referensram med en konstant hastighet

som ir lika med bilens hastighet i utkastogonblicket. Detta koordinatsystem ar
ett inertialsystem och kan diarmed betraktas och hanteras som “fixt”. Déarmed
kommer bilen att hanteras som om den borjade accelerera fran vila i det 6gonblick
da partikeln kastas ivdg. For den aktuella fragestillningen ar detta helt korrekt.
I det “fixa” systemet utfor partikeln kastrorelse med given utgangsfart vy och
elevationsvinkel a. Den absoluta kastlangden L &r darmed i vanlig ordning given
som en funktion av «. Se illustrationsexempel 6.2.7 for bestdmning av denna.

I det hér fallet ar vi intresserade av var pa flaket partikeln landar. Vi maste da
subtrahera den stricka bilen hunnit rora sig. Vi far dé

1
x=L—§-0,75gt§.

Hér ar t; den tid det tar innan partikeln landar. Denna bestdms som i illustra-
tionsexempel 6.2.7 och beror pd . Man finner att

2
) 3
&= —0(2sinacosa = i )
g 2
Aterstér att derivera z med avseende pa « for att soka det virde pa a som svarar

mot max z.




6.78

6.86

6.87

Har ar det lampligt att rdkna i en inertialram som foljer med hjulets centrum.
I denna referensram ror sig alla punkter pa dackets periferi i tangentriktningen
med farten vy lika med traktorns hastighet. Begynnelsetillstandet i kastrorelsen
ar det som figuren visar.

Infér som koordinat héjden y 6ver hjulcentrum. I det 6gonblick en sten lossnar
i det godtyckliga laget o géller for dess koordinat och hastighetskomponent:

y =rsina, Y = vycCosa.

Med detta som begynnelsevillkor i kastrorelsen fés
. 1 o
y(t) =rsina+vgcosa -t — Egt ;

Lat storsta vardet pa y(t) (for givet o) vara h(a). S6k maximum av funktionen
T+ h(a).

Observera att friktionskraften har tva komposanter,
en i normal- och en i tangentialriktningen.
I friktionsvillkoret ingar kraftens belopp; |F| < uN.

Eftersom tyngdkraften kan férsummas, verkar endast en normal-
och en friktionskraft.
Newton 2 ger:

v

N = W
dv

—MN = ma

)
Eliminera N och bestdm v(t] ur den differentialekvation som da fés. Integrera

for att bestdmma laget s(t).
Resultat:

s=§ln(1+%t).




6.89 Kulan rér sig i en horisontell cirkelbana med radien 90 mm.
Den paverkas endast av tyngdkraften och en normalkraft fran konen.

6.90 Kroppens acceleration ir a = z sin 30°w? i normalriktningen.
Betrakta de tva gransfallen med friktionskraften riktad uppat respektive nedat.

uN N

mg

6.93 Punkten pa marken maste ligga pa ekvatorn, eftersom satelliten maste réra sig
i ett plan som innehaller jordens medelpunkt.
Satelliten fardas ett varv i sin omloppsbana pa samma tid som det tar for jorden
att rotera ett varv (23 h 56 min).

6.95 Allméant galler att F = ma, dar F &r totala friktionskraften.
Glidning startar nar |F| = uN.




6.96 Newton 2 i normal- och tangentialriktningarna ger:

N —mgsing = mR¢?
mgcosp — uN = mRp.

Eliminera N och utnyttja att

. .dg 1dg?
p=p— ==——.
dp 2dy
Resultat:
52 2 2
‘ii% +2u¢? = Eg cos @ — -—J/é—gsincp.

Detta ér en linjir differentialekvation med konstanta koefficienter for y = ¢?

som funktion av ¢.
Den allménna losningen kan skrivas som

Y = Yn + Yp,
dar
yn = Ae™2H

dr den allménna losningen till motsvarande homogena ekvation, och y, ar en
partikulérlosning. Ansitt

yp = Bcosp + Csingp,

och bestédm konstanterna B och C.
Begynnelsevillkoret ¢ = 0 fér ¢ = 0 bestdmmer A.

6.99 a) Exakt svar:

_[_sR
v tan 15°’

dir R &r radien i cirkelbanan.
Dérmed ar begynnelsevillkoren for kastrorelsen i b) kdnda.

6.100 Enligt illustrationsexempel 6.2.7c) ar utgangshastigheten i kastrorelsen

w = /L,

dar L ar kastlangden.
Detta ger kulans normalacceleration i cirkelbanan.




6.101 Frilagg forst kroppen B.

Satt
y = Asinnz,

dar A =0, 05.
Vi vet att £ = vy ar konstant. Anvand detta for att visa att

j = —Ar*ydsin T

Stéll upp Newtons andra lag i y-riktningen, och anvind villkoret N > 0 for alla,
varden pa .

6.102 Betrakta gréinsfallet da friktionen ar pa gransen till fullt utbildad.
Da& har || sitt storsta majliga vérde.
Borja med punkterna A och B.
Frilagg och stall upp Newton 2 i z- och y-riktningarna:

— —uN =mi,
T N —mg=mj.

Eliminera N for att fa ett samband mellan & och 3.

Derivera darefter kurvans ekvation tvd ganger med avseende pa tiden.
Resultatet blir ett uttryck for § som innehaller # & = 60 km/h, samt trigo-
nometriska funktioner av z. [ punkterna A och B har de senare kinda
viarden. Om resultatet kombineras med sambandet mellan Z och ¢ som foljde ur
rorelseekvationerna, kan £ = v bestdmmas.

I punkten C har kurvan oéndlig krokningsradie, vilket innebdr att normal-
accelerationen &r noll. Problemet kan behandlas som om bilen befann sig pa

ett lutande plan.




6.3 Partikelns kinetik - Harledda lagar
Ledningar

6.108 Om du inte tidigare gatt igenom illustrationsexempel 6.3.3, gor det forst.

6.113

6.114

Lit ¢ vara vinkeln mellan radien till kroppen och vertikalen (det vill sdga
definierad som i illustrationsexemplet). Vinkeln vid A blir da /2.
a) Linans forldngning z &r avstindet mellan kroppen och A:

©
= 2R cos —
T cos 5

och linkraften dr F = kz. Linkraftens komposant langs cirkelns tangent ar
Fy = Fsin g

Arbetet kan sedan beriknas pa samma sitt som i illustrationsexemplet.
b) Har ar

T = 2Rcos§ - RV2.

Dessutom &r linkraften noll fér ¢ > m/2, vilket ger en annan Gvre integra-
tionsgrans vid berakning av arbetet.

Anvind lagen for den kinetiska energin, ekv (6.3.12).
Det &r ingen podng att dela upp rorelsen i tva delar (glidning uppfor lutande

planet + kastrorelse).
Tyngdkraftens totala arbete ar noll; endast friktionskraftens bidrag behover

beraknas.

Anvind lagen for den kinetiska energin, ekv (6.3.12).
Tva krafter bidrar till arbetet: tyngdkraften och luftmotstandet.
Observera att vi inte behdver veta nagot om hur luftmotstandet beror pa

hastigheten for att besvara fragan.




6.115

Med uppat som positiv riktning géller:

—mg — kv = ma,

dar k ar en obekant konstant.

Lat vy vara farten vid aterkomsten.
Med omskrivningen

o= dv

Codt

kan man visa att

m . mg -+ kv
T=—In—m—.
kK mg—kun

Med omskrivningen

- vdv
T ds
kan man visa att
k
k  mg—kun
Man ser att
v + v = gT.

Lagen for den kinetiska energin, ekv (6.3.12), ger sedan svaret (oberoende av

konstanten k).




6.116 a) Sett frin en inertialram som foljer med taget ger lagen for kinetiska energin:

1
W=AT:§mu2—0.

Har dar W det arbete som utréttats av A vid utkastet.
b) Sett fran en jordfast inertialram &r det utréttade arbetet lika med dndringen
i det kastade foremalets kinetiska energi:
1 2 1 o 1 .,

W= AT = Em(v +u) — gmv" = gmu + muv.
Enligt a) star A for det forsta bidraget. Resten (muv) méste taget ha svarat for.
Nar A kastar iviag foremalet paverkar detta A med en bakatriktad kraft enligt
Newtons 3:e lag. A paverkar i sin tur taget med en lika stor bakatriktad kraft.
Denna borde normalt innebéira att tdgets fart minskar. Enligt texten bibehaller
dock taget konstant fart. For att detta skall vara mojligt maste darfor en viss
energi tillféras (for ett anglok enligt figuren i boken genom forbrénning av kol).
Denna tillférda energi ar lika med muv och kan i slutédndan sigas ha anvants for
att utritta arbete pa det kastade foremalet.




6.117 Med beteckningar enligt figuren nedan:

Fszmg( —1), N =mgcosyp, F =uN.

cos

vz
AN
\
L,
P

m
Ug

Minsta arbetet utrdttas om X F, = 0 i varje 6gonblick.

Whin = / Pyindz = / (Fﬁ singo + F)da: =
0 0
/4

dp =

]w/4=
.

T
/0 mg(tan ¢ — sin ¢ + pcos ) o2

@
[ = ln’tan((p +E)
mas 2cos2¢p  cosy a 2 4

6.122 Se illustrationsexempel 6.3.6.

6.123 a) Nyttig effekt: Py, = 0,7 750 kW.
Drivande kraften F ar relaterad till den nyttiga effekten enligt sambandet

Put=FU>

dér v = 40 km/h.
Newton 2 ger

F - D =ma,

dar D &r rorelsemotstandet.

b) Konstant hastighet innebér att drivande kraften é&r lika med

rorelsemotsténdet.

c) Jamfort med b) tillkommer hér en komposant av tyngdkraften som samverkar

med rorelsemotsténdet.



6.124

6.127

6.129

6.130

6.132

6.133

Effekten P (konstant) hanger ihop med den drivande kraften F' via sambandet

P = Fv, dar v ar hastigheten.
Vid konstant hastighet ar drivande kraften lika med luftmotstandet, det vill sdga

P = kvi.

For att inte vagnen skall tappa kontakten med skenorna maste gélla att
normalkraften N > 0 6verallt (storst risk att kontakten forloras hogst upp).
Frilagg vagnen i virsta fallet, och berdkna motsvarande normalacceleration.

Anvind energilagen for att bestdmma vg.

Att K tappar kontakten i B innebér att normalkraften &r noll dar.
Vilket villkor méste da normalaccelerationen uppfylla (enligt Fy, = may)?
Anvind lagen for kinetiska energin, ekv (6.3.27), for att bestimma den sokta

kraften.

Om kulan skall kunna fullborda ett helt varv maste gilla att tradkraften S > 0

overallt (storst risk att traden slaknar i hogsta laget).
Frilagg kulan for detta fall, och bestdm minsta tillatna véirdet pa normalaccel-

erationen.
Anvind energilagen, ekv (6.3.29), for att bestdmma motsvarande virde pa

vinkeln 6.

a) Anvind lagen for kinetiska energin pa formen (6.3.27).
Ekvationen sdger att friktionskraftens arbete vid glidningen utmed taket ger en

éndring i den totala mekaniska energin (T + V).
b) Pa samma sétt som i a) kan man berékna kinetiska energin vid takkanten (och
dérmed farten, som blir 5,02 m/s). Detta ger begynnelsevillkor for kastrorelsen.

Se illustrationsexempel 6.2.7 for behandling av denna.

Snorkraften fas ur ©F, = may, dir a, = v?/L.
Téank pa att snorkraften inte dr den enda kraften i normalriktningen.

Farten v bestdms med hjélp av energilagen.




6.134 a) Kroppen ror sig i en cirkelbana. Nér farten dr maximal ar tangentialaccelerationen

6.135

6.138

6.140

6.141

6.143

as =0 =0, det vill siga £ F; = 0. En komposant av tyngdkraften och friktions-
kraften F' = uN bidrar till X Fj.

b) Anvind lagen fér kinetiska energin pa formen (6.3.27) for att bestdmma farten.
For att teckna friktionskraftens arbete, tank pa att den tillryggalagda strackan
ar L.

c) Snérkraften fas ur L F, = may, dir a, = v%/L.

Med beteckningar enligt figuren nedan:
Vg = v COS dz = tan
0 = ¥ dy - -

Anvand energikonservering for att hitta ett samband mellan v och y. Om man
eliminerar v och ¢ ur dessa tre ekvationer, finner man att

dr /29y

dy v

som efter integration ger svaret.

|
'
|
y‘lfi )

Anvind lagen for kinetiska energin pa formen (6.3.27).

Ténk pa att gummibandets bidrag till potentiella energin &r noll,
ndr avstandet AB &r mindre dn den ospdnda lingden.

Energin konserveras.
Observera att begynnelsehastighetens riktning &r ovisentlig i detta samman-

hang.

Energin konserveras.

Flykthastigheten dr den hastighet som &r sa stor att kroppen kan avligsna sig
oédndligt 1angt bort.

Se ocksa illustrationsexempel 6.3.9, speciellt kommentar 2.




6.144

6.145

6.146

6.147

6.150

6.151

6.152

6.154

Borja med att berdkna farten och banradien fér den geostationira rymdstationen.
Utnyttja X Fy, = may, samt det faktum att rymdstationen maste fullborda ett
varv i banan pa samma tid som jorden roterar ett varv kring sin axel, det vill

sdga pa ett dygn.
Anvind energilagen for att berdkna vilken absolut hastighet avfallsbehallaren

maste ges for att avldgsna sig odndligt langt bort.
Den sokta relativa hastigheten &r skillnaden mellan den absoluta hastigheten och

rymdstationens hastighet.

a) Sambandet mellan kraften och potentiella energin ges av ekv (6.3.22).
¢) Svaret fas genom numerisk 16sning av ekvationen

e¥V+y=e—1,

dar y = ax.

Potentiell energi:

F()L CIZ4 .1'2
Ve =5 (5~ 3)
Partikeln har storst fart, dar kinetiska energin ar som storst,

vilket intraffar dar potentiella energin har minimum.
Anvénd impulslagen, ekv (6.3.35).

Anvind ekv (6.3.36) for
a) hela taget,
b) dels loket, dels sista vagnen.

Anviand ekv (6.3.36) for
1) hela taget under de inledande 20 s,
2) loket och den aterstaende vagnen under nésta 20 s.

Eftersom friktionskraften byter riktning, da kroppen byter rorelseriktning,

maste problemet losas i tva steg. Forst berdknas hur lang tid det tar tills krop-
pen vinder; dérefter beraknas hur lang tid det tar att uppna hastigheten 2wv.
Observera att problemet forutsitter att p > cot a; i annat fall stannar kroppen
definitivt i det 6vre ldget, ndr den bromsats upp av tyngdkraften och friktion-

skraften.




6.155

6.156

6.157

6.158

6.159

6.160

Anvind impulslagen, ekv (6.3.35), och tdnk pa att integralens virde kan berdknas

direkt ur diagrammet.

Partikeln borjar inte rora sig forrdn P natt friktionskraftens maximala belopp
(usmg). Borja med att visa att detta intréffar da ¢t =1 s.

Darefter ar totala kraften lika med P — pimg.
Anvind impulslagen, ekv (6.3.35), for 1 s < ¢t < 10 s. Téank pa att virdet av

[ Pdt kan berdknas direkt ur diagrammet.

Anviand ekv (6.3.37) for z- och y-komponenterna var for sig.
Se ocksa illustrationsexempel 6.3.13, dar ett liknande endimensionellt problem

behandlas.

Tre krafter verkar pa kroppen; tyngdkraften, normalkraften fran bordet och
linkraften. Ingen av dessa har nidgot moment med avseende pa en vertikal axel
genom halet. Vad sager detta om rérelsemangdsmomentet?

c¢) Anvind lagen for kinetiska energin, ekv (6.3.12).

Tva krafter verkar pa kroppen; tyngdkraften och linkraften.
Ingen av dessa har ndgot moment med avseende pa en vertikal axel genom halet.

Vad siger detta om rorelsemangdsmomentet?
Anvand dessutom Newton 2 for att visa att for var och en av de tva cirkelbanorna

géller att

’U2

tana = ;
7 Lsina

Hér 4r L linans fria langd (avstdndet mellan kulan och O), och « &r linans

lutningsvinkel.

Tva storheter konserveras; rorelsemiangdsmomentet med avseende pa jordens

medelpunkt och energin (varfor?).

Rorelsemangdsmomentet med avseende pa en axel vinkelratt mot banplanet
berdknas enklast som i ekv (6.3.40).

Se ocksa illustrationsexempel 6.3.14.




6.161 Borja med att bestimma rymdstationens hastighet. Resultat: 4597 m/s
Farten vid uppskjutningen bestdms med hjélp av energikonservering.
Elevationsvinkeln « bestdms sa att rorelseméngdsmomentet konserveras.

6.163 Tre krafter verkar pa kroppen; tyngdkraften, normalkraften fran bordet och
kraften fran gummibandet. Ingen av dessa har nagot moment med avseende pa
en vertikal axel genom halet. Vad séger detta om rorelseméngdsmomentet?
Den enda kraft som utréittar arbete r kraften fran gummibandet (fungerar som
en fjader). Vad sdger detta om energin?

I de punkter dar avstandet till O har max eller min &ar lidgesvektorn och
hastighetsvektorn vinkelrdta. Detta innebdr att rorelsemédngdsmomentet enligt
ekv (6.3.40) fas som mrv, dar r ar avstandet till O.

Villkoren ovan leder till en andragradsekvation i 2. Rétterna svarar mot max-

och minavstanden.

6.164 Tre krafter verkar pa kroppen; tyngdkraften, normalkraften fran bordet och
kraften fran gummibandet. Ingen av dessa har nagot moment med avseende pa
en vertikal axel genom halet. Vad siger detta om rorelseméngdsmomentet?
Den enda kraft som utrattar arbete dr kraften fran gummibandet (fungerar som
en fjader). Vad sdger detta om energin?

I de punkter dar avstandet till O har max eller min ar lagesvektorn och
hastighetsvektorn vinkelrdta. Detta innebér att rorelsemingdsmomentet enligt
ekv (6.3.45) fas som mrv, dér r &r avstandet till O.

Visa att villkoren ovan leder till ekvationen

2mv(2,L2

k
Hér &r m = 100 g, k = 50 N/m, vp = 4,0 m/s, L = 100 m och z gummibandets
forlangning i de sdkta punkterna. Ekvationen 16ses ldmpligen numeriskt. De
sokta avstanden fas som r = z + L.

(w2 - %vg - L2> (x+ L) + =0







6.4 Svangningsrorelse
Ledningar

6.166 b) Krafterna i de bada fjidrarna ar lika stora och lika med kraften pa kroppen

6.168

6.169

(inses genom att man frildgger kroppen och de tva fjddrarna var for sig). Krop-
pens forflyttning &r summan av fjidrarnas férldngningar.

d) En fjader med en viss fjaderkonstant k kan ses som sammansatt av tva ”se-
riekopplade” hilften s langa fjadrar med fjiderkonstanten 2k vardera (Detta kan
inses om man ténker pa att en viss dragkraft bara ger halften sa stor férlangning
for vardera fjaderhalvan som for hela. Detta svarar mot dubbelt sa stor styvhet.)
Vi har da samma problem som i c).

Observera likheten med ex 6.166b.
Balken och fjadern fungerar som tva seriekopplade fjadrar.

Forsok héarleda en svangningsekvation pa samma form som ekv (6.4.3),
alternativt (6.4.5).

Infor koordinater som beskriver ladgena for de svingande kropparna, och stall
upp Newton 2.

Det kan vara klokt att ocksa frilagga trissan.

Mot en viss forskjutning av kroppen svarar en viss forandring av fjadderns langd,
vilken i sin tur hinger ihop med fjaderkraften. I fall b) svarar exempelvis en
forskjutning z nedat av kroppen mot en fjaderforlangning 2z.




6.170 For samtliga fall: Forsok hirleda en svingningsekvation pa samma form
som ekv (6.4.3), alternativt (6.4.5).
Infér koordinater som beskriver lagena for de svingande kropparna, och stall
upp Newton 2.
a) Det kan vara klokt att ocksa friligga trissan (som ar latt).
En forskjutning z at vanster av kroppen mot att den vénstra fjadern trycks ihop
strackan z, medan den hogra forldngs 2z. Detta bestdmmer fjaderkrafterna.
b) Hér finns tva kroppar som svénger med var sin rorelseekvation. Mellan deras
koordinater rader ett kinematiskt samband (se kapitel 6.2(a)). Linkraften dyker
upp i bada rorelseekvationerna och maste elimineras.
¢) Har kan systemet forenklas genom att man anvénder resultaten fran ex 6.166.
d) Det kan vara bra att ocksa inféra en koordinat som beskriver liget av den
hogra trissan och didrmed ocksa fordndringen av den Gvre hogra fjaderns langd.
Krafterna i de tva fjddrar som &r férbundna med en lina méste vara lika stora
(lika med linkraften). Eftersom de har samma fjaderkonstant maste de forlangas
eller tryckas ihop lika mycket vid varje tidpunkt. Visa att om den hidngande
kroppen (och med den den vénstra trissan) forskjuts strickan x nedat och den
hégra trissan strickan y nedat, sa forldngs var och en av dessa fjadrar striackan
x —y. Da kan alla fjaderkrafter uttryckas med hjalp av x och y.

6.171 Beskriv vagnens lage med en koordinat z at hoger.
Vid tiden ¢ har loket flyttat sig strickan

L
= Zat?,
Yy 2‘1
Da é&r linforlangningen z =y — z och 2 = a — Z.
Stall upp Newton 2 for vagnen och gé 6ver till z som obekant.
Begynnelsevillkor: z =0 och 2 =0 for t = 0.

Loésning:

z=%(1—003\/gt>.

6.172 b) Nar rorelsen startar ar fjiderns forlangning 4mg/k. Detta &r nedre vandlaget
i A:s svingningsrorelse. Sviangningscentrum ligger i A:s (nya) jamviktslage.
Detta bestammer amplituden.
¢) Anvénd energikonservering.




6.174

6.176

6.177

6.178

6.180

Virsta, fallet: Storsta fjaderkraften ar lika med maximal friktionskraft (umg).
Storsta fjiderkraften fas i B:s vandlagen. Sambandet med den sckta hastigheten
fas med hjilp av energikonservering.

Betrakta rorelsen fram till att hastigheterna blir noll forsta gangen.
Frilagg kropparna var for sig, stéill upp Newton 2 och eliminera linkraften mellan

de tva ekvationerna.
Resultatet blir en svingningsekvation. Den sokta tiden ar en kvarts period.

Frilagg dels hela systemet, dels den undre kroppen i ett godtyckligt lage.
Stéall upp Newton 2 for de bada frilagda systemen. Limkraften F ingar som yttre

kraft i den ena ekvationen.
Satt F' =1, 5mg, och 16s ut fjaderforlangningen.

b)

Niva 4: ovre viandlaget

Niva 3: fjadern ospand

Niva 2: svingningscentrum (jamviktsldget)

Niva 1: startlaget
Sa lange kroppen ér i kontakt med fjidern (nivd 1-3) utfoér den harmonisk

svangningsrorelse. Borja med att berdkna den tid (¢1) denna del av resan tar.

Resultat: t; = 36, 35 ms.
Berikna ocksa hastigheten pa niva 3.
Mellan niva 3 och 4: Kastrorelse (strickan bestamd i a))

Berdkna tiden (t2) for denna.
Resultat: t3 = 79,46 ms.

Hérled for vart och ett av fallen en differentialekvation av typen

Mz + Cz + Kz = konstant.

Har ar = en koordinat som beskriver laget for kroppen (i ¢) en av kropparna).
I fallet b) fas exempelvis

§m§i + 2¢% + 2kxz = konstant.

Enligt utredningen i avsnitt 6.4(b) &r dampningen kritisk for




6.182 a) b)

F =civ+ cov. F = vy = (v — v1).

For bada fallen: Skriv F pa formen cv och lis av c.

6.186 Rorelsen vid svagt dimpad svingningsrérelse beskrivs av ekv (6.4.16).
Hér #r perioden 74 = 27/wq = 2,23 s och e$+107 = 278/130.
Produkten (w kan berdknas ur detta.
Kombinera med wq = w4/1 — (2, samt definitionerna av w och ¢ for att 16sa ut
k och c.

6.188 Observera att problemet kraver numerisk ekvationslsning.

6.189 Observera att problemet kriaver numerisk ekvationslosning.

6.191 Utga fran ekv (6.4.18) och bestdm konstanterna A och B for de tre fallen.
Med w = /k/m galler da:
a)  z(t) = ag(—wt + 1)e ™",
b)  x(t) = vote "
c)  z(t) = [(agw — vo)t + agle "




6.192

6.193

6.194

6.197

6.199

Boérja med att ta en titt pa illustrationsexempel 6.4.6 c).

Kroppens absoluta acceleration ar a + Z.
Déampningskraften beror pa den relativa hastigheten z.
Kroppens rorelseekvation blir da

—kz — c& = m(a + &).

Frilagg systemet for de bada fallen, och still upp motsvarande rorelseekvationer,
I forsta fallet kan villkoret att resonans uppstar anvindas for att bestdmma det

fjidrande underlagets styvhet (fjaderkonstant).
Amplituden for de patvingade svingningarna i det andra fallet kan sedan
bestimmas med den metod som beskrivs i avsnitt 6.4(c), Specialfallet

”odédmpad” svingare.

Visa forst att den patvingade svangningen &r x, = C'sin 2,
diar C = —1,616 mm.
Accelerationen ar #p.

Rorelseekvationen for kroppen blir

—F +mg = mi,

déar F &r fjaderkraften, och x dr en koordinat som beskriver kroppens absoluta

lage.
Teckna fjaderkraften, som beror pa x och pa den exciterande rorelsen, och bestdm

partikuldrlosningen till rorelseekvationen. Resultat:
d .
zp = —gsin 2wt (+konstant),

dir w? = k/m.
Inséttning i rorelseekvationen ger |F|max-




6.202

6.203

6.204

6.205

6.206

6.207

Frilagg systemet, stéll upp en rorelseekvation och bestim en partikuldrlosning
enligt metoden i avsnitt 6.4(c), Specialfallet ”"oddmpad” svéngare.
Amplituden i den patvingade svingningen skall d& bli

Ky
O e
Visa sedan att storsta fjaderkraften ar
mgy\
k(jc1+ T) — 3600 N.

Eftersom vi inte vet i forvig om k ar > mQ? eller < mQO? far vi tva olika fall for
|C|. Detta leder till tva olika majliga k-varden.

Anvénd metoden i avsnitt 6.4(c), Specialfallet ”odampad” svingare, for att

visa att maximala kraften ar k|C|, dar

g M

mw?’

Hir &r w? = k/m, och A ir forstoringsfaktorn.

a) I illustrationsexempel 6.4.9 l6ses ett mycket likartat problem.
b) Visa att funktionen

2 sin wt — sin 2wt

har maximum nér coswt = —0, 5.

Sa lange kraften verkar ar problemet identiskt med illustrationsexempel 6.4.9.
Dérefter 6vergar rorelsen i en fri odampad svangning. Begynnelsevirdena for
denna fis genom att sitta in ¢ = 7m/w i de uttryck for x och & som fas ur

illustrationsexemplet.
Amplituden i den fria rérelsen bestdms enklast med hjélp av energikonservering.

Anvénd den metod som beskrivs i avsnitt 6.4(c), Harmonisk excitering.
Amplituden och fasforskjutningen ges av ekv (6.4.24).

Léadans rorelse: z = &g sin (2t.
Om z anger kroppen K:s liage relativt ladan, s& ar K:s absoluta acceleration z+%.

Utnyttja detta for att hirleda en differentialekvation for z(t). Los denna med
hjalp av den metod som beskrivs i avsnitt 6.4(c), Harmonisk excitering.
Amplituden och fasférskjutningen ges av ekv (6.4.24).



6.209 Slipvagnen utfor patvingade vertikala svingningar. Vinkelfrekvensen ar Q = 27v/),

dér v &r vagnens hastighet.
Ekvivalent modellsystem (beskriver rorelsen i en referensram som ror sig ho-

risontellt med konstant hastighet v):

o

Visa att slipvagnens absoluta rorelse z(t) satisfierar ekvationen

~c(& — €) — k(z — €) = mé,
dir € = & sin Ot enligt figuren.
Detta kan omformas till

mZ + cx + kx = &V k2 + c2Q%sin (R + 6), (1)

dar tan 8 = cQ/k.
Jamfor ekv (1) med ekv (6.4.22), och utnyttja uttrycket for amplituden C i ekv

(6.4.24). Man far da

1+u
C — s s = ————————————————
o u+ (1 —u)?’
dar u = mQ?%/k.
Visa att C har maximum f6r v = v/3 — 1, och bestim motsvarande virde pé v.

6.210 Anvind den metod som beskrivs i avsnitt 6.4(c), Harmonisk excitering.
Amplituden C ges av ekv (6.4.24). For att bestimma det virde pa m som ger

maximum maste vi satta in ¢ och w uttryckta i m, k och c.
Utnyttja att C har maximum, néar uttrycket under rotmarket har minimum.






6.211

6.214

6.215

6.217

6.219

6.223

6.5 Relativ rorelse, fiktivkrafter
Ledningar

I hissens referensram ”véger” vikterna i balansvagens viktsats inte vad som &r
stdmplat pad dem. Daremot ar fjdderns styvhet oforandrad.

I hissens referensram verkar ett effektivt tyngdkraftfalt enligt avsnitt (b),

Ekvivalensen med gravitationsfalt.
Enklast 4r nog att anvanda energilagen i detta.

Svéngningstiden for en pendel bestamdes i kapitel 6.4(a), avsnittet ”"Den plana
matematiska pendeln”. Borja med att berdkna hur denna péaverkas av att pen-
deln svénger i en accelererad referensram med ett annat effektivt gravitationsfalt.
Den tid som uret visar dr omvant proportionellt mot svingningstiden (ju kortare
svangningstiden ar, desto fler svangningar utférs och desto mer ror sig urets vis-
are).

Visa att detta leder till att accelerations- och retardationsfaserna (enligt uret)
tagit ca 5,958 s under varje enkelresa (lika upp och ner). Uret har alltsa saktat

sig 0,042 s.

Rékna i vagnens referensram med en bakatriktad fiktivkraft mayagn.
Bilen dr i ”jamvikt” i den accelererade referensramen.

Infor en fiktivkraft m - 0, 5g bakat pa kroppen och betrakta rorelsen relativt

den accelererade referensramen.
Det ar antagligen enklast att anvénda lagen for den kinetiska energin.




6.224

6.226

6.228

6.230

6.231

6.232

6.233

Betrakta vagnens rorelse i dragfordonets referensram.
En bakatriktad fiktivkraft ma méaste da inforas pa vagnen.
Till denna kan vi inf6ra en potentiell energi pa samma, sétt som for tyngdkraften.

Kroppen ar i ”jamvikt” relativt en referensram som f6ljer med skivan i dess rotation.
Om en fiktivkraft (centrifugalkraft) inférs, kan problemet 16sas som ett
statikproblem.

Frilagg yttre delen med langden L — x.
Denna &r i ”jamvikt” i en medroterande referensram.Problemet kan 16sas som

ett jamviktsproblem om en fiktivkraft (centrifugalkraft) laggs till.

Jfr illustrationsexempel 6.5.4.

Vattnet ar i "jamvikt” relativt den medroterande referensramen.
En "vattenpartikel” med massan m pa avstandet r fran rotationsaxeln paverkas
av en tyngdkraft mg nedat och en fiktivkraft mrw? radiellt utat. Detta
bestdmmer den effektiva tyngdkraftriktningen pa ett visst avstand fran rota-
tionsaxeln. Vattenytan maste vara vinkelrat mot denna riktning.

Ljusen ar i ”jamvikt” relativt den medroterande referensramen.

En partikel med massan m pa avstandet r fran rotationsaxeln paverkas av en
tyngdkraft mg nedat och en fiktivkraft mrw? radiellt utidt. Detta bestimmer
den effektiva tyngdkraftriktningen pa ett visst avstand fran rotationsaxeln. En
ljusléga maste "peka” i denna riktning ("uppat”).

Grodden &r i ”jamvikt” relativt den medroterande referensramen.

En partikel med massan m pa avstandet z fran rotationsaxeln paverkas av en
tyngdkraft mg nedat och en fiktivkraft mzw? radiellt utdt. Detta bestammer
den effektiva tyngdkraftriktningen pa ett visst avstand fran rotationsaxeln.
Den momentana tillvixten i groddens spets sker "rakt uppat’. Kurvans tan-
gent i en viss punkt sammanfaller dérfor med den effektiva lodlinjen i punkten.
Utnyttja detta for att stédlla upp en differentialekvation som ger y(z).




7.1 Lagen for tyngdpunktens rorelse
Ledningar

7.4 Visa forst att tyngdpunkten har sin maximala fart, vilken dr v/v/3.






7.5

7.7

7.8

7.10

7.12

7.2 Arbete, energi
Ledningar

Anvind Konigs sats, ekv (7.2.2)!

Hér behover man uttrycka hastigheterna for A och C i v.

En méjlighet ar att uttrycka kropparnas koordinater med hjilp av vinkeln ¢ och
sedan derivera sambanden med avseende pa tiden.

Med koordinatsystemet nedan géller att v = Zg = ..., och C:s hastighet ar
gc = .... Genom att eliminera ¢ mellan ekvationerna far man C:s hastighet
uttryckt i v och .

Har behover man uttrycka hastigheten for B i v, det vill sdga hitta ett samband
mellan hastigheterna.

Forslag: Infor ett lampligt valt koordinatsystem och teckna partiklarnas koordi-
nater, som da maste bero pa vinkeln ¢. Derivering med avseende pa tiden ger
hastigheterna, som beror pa ¢ och ¢. Om ¢ elimineras fas ett samband mellan
hastigheterna.

Jfr illustrationsexempel 7.2.1.

Jfr illustrationsexempel 7.2.2.




7.18

7.20

7.22

7.23

Energin konserveras.
For att kunna utnyttja detta maéste vi uttrycka kinetiska energin i C:s fart, vilket

innebédr att vi behover uttrycka A:s och B:s hastigheter i C:s.

a, b) C:s horisontella hastighetskomposant maste i varje 6gonblick vara hélften
sa stor som A:s hastighet. Den vertikala komposanten maste vara hélften av B:s.
Varfor?

I fall a) har A farten noll (vindlage). I fall b) har B farten noll. c) Ligg in
ett koordinatsystem, sé att A ror sig lings z-axeln och B langs y-axeln. Teckna
partikarnas koordinater som funktioner av ¢ for ett godtyckligt lage, och derivera
med avseende pa tiden for att fa hastigheterna. Sitt in det givna vardet pa o,

och eliminera ¢ mellan sambanden.
Metoden kan ocksa anvidndas i a) och b), men ar kanske onédigt generell.

a) Energin konserveras.

Vi behover ett samband mellan kropparnas hastigheter & och ¢ definierade som i
figuren. Detta kan fas ur villkoret att kropparna maéste ha lika stora hastighets-

komposanter vinkelrdtt mot kontaktytan.
Efter integration fas ocksa ett samband mellan kropparnas forflyttningar x och y.
b) Derivera energisambandet fran a) med avseende pa tiden.

Visa forst att vg = va cos .
Utnyttja sedan att energin bevaras.

I ett godtyckligt lige giller:

2% + (20)% + 23 = (3a)2.

Derivering med avseende pa tiden ger ett samband mellan kropparnas
hastigheterna.




7.26

7.27

7.29

7.36

7.37

7.3 Rorelsemangd, rorelsemangdsmoment
Ledningar

Se ”Svar till 6vningsexempel”!

Betrakta systemet ”bat + matros”.
Rorelsemangden ar p = Mv — mu., ddr v ar batens hastighet rdknad positiv

motsatt matrosens (och cyklistens) fardriktning.
Rorelseméngdslagen, ekv (7.3.4), ger

F=p —cv=Mi—mu= M,

eftersom u ar konstant. Detta ar en forsta ordningens differentialekvation for
v(t], som kraver ett begynnelsevillkor.
Innan matrosen bérjar springa dr p = 0. Under det mycket korta tidsintervall
da matrosen sitter igang ar rorelsemotstandets tillférda impuls forsumbart liten.
Darfor dr p = 0 dven omedelbart efterat, det vill siga for ¢ = 0. Detta villkor
bestammer batens begynnelsehastighet.
Differentialekvationen kan nu 16sas med resultatet

M —ct/M

V= —ue
m

Ytterligare en integration ger svaret.

Betrakta systemet ” A + baten”.
Visa forst att systemets tyngdpunktshastighet &r konstant (lika med noll). Vad

betyder det for den gemensamma tyngdpunktens ldge?

Betrakta systemet bil + pram.
Forsumbart rorelsemotstdnd ger att rorelseméngden bevaras.
Den energi som tillférs dr Pt, dar P = 15 kW och ¢t = 0,50 s. Denna blir till

kinetisk energi for systemet.

Betrakta systemet kula + lada.

Dela in forloppet i tva delar:

1) Kulan trénger in i 1ddan och bromsas upp.

2) Kulan och lddan pendlar som en enda kropp.

Under vart och ett av forloppen finns det en storhet som konserveras. Vilka och

varfér?




7.38

7.39

7.42

7.43

Under sjélva explosionen bevaras rorelseméangden for hela systemet (A + B);

jfr illustrationsexempel 7.3.2.
A:s hastighet omedelbart efter efter explosionen kan beridknas genom att man
vet hur langt den glider, innan den stannar. Anvind lagen for kinetiska energin

ekv (6.3.12).

Tva storheter konserveras for systemet "K + prisma”. Vilka (och varfér)?
K:s absoluta hastighet fis genom addition av prismats hastighet och K:s
hastighet relativt prismat:

VK = Uprisma T Vrelativ,
dar Vprisma ar horisontell, och vyejativ dr parallell med prismats sneda yta.
Tva storheter konserveras for systemet (jfr basuppgift B7.9).

Téank pa att nir fjadrarna ar mazimalt hoptryckta ror sig kropparna med samma
hastighet.

Forsta fallet (A fix) anvinds for att bestdmma kvoten k/m.
I det andra fallet ar systemets tyngdpunkt fix (foljer ur ekv (7.3.2) och (7.3.8)).

A B
m 8m
% A xB
Tp

Da giller sambandet x4 = 8xp, som efter derivering ger ett samband mellan

hastigheterna.
Utnyttja att energin bevaras, och eliminera antingen xz eller xg och dess
derivata. Derivering med avseende pa tiden ger ekvationen for en harmonisk

svangningsrorelse. Ur denna kan frekvensen lésas av.



7.45

7.46

7.47

7.48

7.51

a) Visa forst att rorelsemidngdsmomentet med avseende pa rotationsaxeln Ar

14
Lo=%

Téank pa att partiklarna roterar med samma vinkelhastighet i sina cirkelbanor.
Anvind darefter ekv (7.3.15) for att bestdmma vg vid tiden t = 7. Téink pa
att rotationsaxeln ér vertikal, och att tyngdkrafterna darfor inte bidrar till mo-
mentsumman.

b) Efter tiden 7 har M upphoért att verka. Da dr Lo och diarmed ocksa vinkel-
hastigheten konstant. Anvand lagen for tyngdpunktens rérelse for att bestamma

den sokta kraften.

mavy.

Tva storheter bevaras for systemet.
Kinematiskt samband: B:s fart = —A:s radiella hastighetskomposant—

Tva storheter bevaras for systemet:
1) energin,
2) rérelseméngdsmomentet med avseende pa rotationsaxeln.

Tva storheter bevaras for systemet:
1) energin,
2) rorelsemédngdsmomentet med avseende pa rotationsaxeln.

Inga yttre horisontella krafter verkar.
Enligt ekv (7.3.5) bevaras rérelseméingden och dirmed tyngdpunktens hastighet.

Visa att denna ar
1

v = —V0€yx.
3

Enligt ekv (7.3.23) bevaras rorelseméngdsmomentkomposanten L,.
Kropparnas hastigheter relativt tyngdpunkten &r riktade vinkelrdtt mot stangen

enligt nedan:

2v
Tp

X

Visa att villkoret L, = konstant leder till att v = vp/3.
De absoluta hastigheterna fas genom att addera tyngdpunktens hastighet och

relativhastigheterna.







8.2

8.6

8.7

8.8

8.9

8.10

8.1 Kinematik — Rotation kring fix axel
Ledningar

a) Visa att w = wpe™ > 0. Detta innebér att hjulet aldrig stannar helt.

b) Anvénd omskrivningen

Alla punkter pa remmen har samma, fart v och samma tangentialacceleration v
i varje Ggonblick. Detta bestdmmer vinkelhastigheten och vinkelaccelerationen

for den lilla skivan.
For varje punkt pa en viss skiva giller att accelerationens belopp &r propor-

tionellt mot avstandet till rotationsaxeln, vilket innebér att den eller de punkter
som har storst acceleration maste ligga pa periferin pa nagon av skivorna.

Anvind ekv (8.1.3-4).

Visa forst att
|@|? = cPwg(sin® (2wgt) — 2)2.

Utnyttja att y-komponenterna av hastigheterna fér kropparnas kontaktpunkter i C
maste vara lika.

a) Utnyttja att hjulets hastighetskomposant vinkelrdtt mot stangen
maste vara lika med hastigheten for motsvarande punkt pa stangen.

b) Utnyttja att

. _ .de
90*-90@-




8.11 Punkten C:s hastighetskomposant i linans riktning ar lika stor som A:s hastighet.
Visa att detta leder till att

Y _
vC COSE = VA.




8.15

8.16

8.19

8.20

8.22

8.23

8.2 Kinematik — Allman plan rorelse
Ledningar

Om vinkeln OBA betecknas ¢, blir halvcirkelskivans vinkelhastighet .
Anvénd sinussatsen pa triangeln OAB {or att hitta ett samband mellan 3 och
@. Derivering med avseende pa tiden ger ett samband mellan § = w och ¢.

Borja med att bestdmma A:s hastighetsvektor.
Halvcirkelskivans rotationshastighetsvektor berdknades i ex 8.15. Tillimpa ekv

(8.2.2) for att fa Gvriga punkters hastigheter.

Borja med att bestimma hastigheten for B:s mittpunkt
(du vet ju hur lang striacka punkten har rort sig pa 8 s).
Jamfor sedan med figur 8.2.4 och tillhérande text.

Se figur 8.2.4 med tillhérande text.

Berakna forst B:s hastighet.
Néar denna ar kidnd kan momentancentrum for BC bestdmmas, och darefter i tur

och ordning BC:s vinkelhastighet, C:s hastighet och CD:s vinkelhastighet.

Berikna forst B:s hastighet.
Visa sedan att momentancentrum for stangen BC ligger rakt ovanfér punkten

C, pa avstandet 400 mm fran C.




8.24  Det kan vara lampligt att under rdkningarnas gang betrakta systemet
frén den referensram som ror sig med hastigheten v &t vénster. I den ramen &r
skeendet symmetriskt enligt figuren. Punkterna D och E dr momentancentra for

stangerna AB och CB.

Slutligen transformeras tillbaka till den ursprungliga referensramen. Efter-
som vinkeln ¢ ar densamma i bada referensramarna blir vinkelhastigheterna

oforandrade vid transformationen.

8.25  Hjulets rorelse kan beskrivas som en rullning pa en lodrit linje genom D.
Figur 8.2.4 kan kanske vara till hjilp.

8.26  Gruskornets begynnelsehastighet i kastrorelsen dr densamma som hastigheten for
motsvarande punkt pa hjulet. Visa att denna har komposanterna v uppat, v

framat med v = 30 km/h. Se ocksa figur 8.2.4.
For behandling av kastrorelsen, ga tillbaka till kapitel 6.2(b), speciellt illustra-

tionsexempel 6.2.7.

8.30 D) Visa forst att vinkelhastigheten &r

vV3
w = —b—ez.

8.32  Visa forst att momentancentrum ligger pa linjen CD:s forlingning,
5 m till héger om D, samt att detta ger vinkelhastigheten w = 0, 03 rad /s medurs.
Ekv (8.2.2) ger dérefter hastighetsvektorerna for dvriga punkter.

8.33  Visa forst att vinkelhastigheten ar 2u/bv/3,
dar b ar kvadratens kantlangd.

8.37 Bygger pa ex 8.15, som forst bor losas.
Om vinkeln OBA betecknas ¢, ger sinussatsen ett samband mellan ¢ och beta.
Derivera tva ganger med avseende pa tiden for att f samband mellan dels vinkel-

hastigheter, dels vinkelaccelerationer.




8.39

8.41

Utga fran hjulets mittpunkt D, som har en kind acceleration

(cirkelrérelse med konstant fart v).

Betrakta figurerna 8.2.4 och 8.2.13, dir punkten A motsvarar exemplets D. Den
forra figuren hjilper oss att bestimma hjulets vinkelhastighet w och dirmed
ocksd den relativa vinkelaccelerationen ap/ , = rw? i figur 8.4.13. Eftersom v
i detta fall 4r konstant, dr ocksa w konstant. Detta leder till att den relativa
tangentialaccelerationen ap/ , = rw blir noll.

Aterstar att addera accelerationsbidragen motsvarande aa och ap /A 1 figur
8.4.13 vektoriellt.

d) For vilken punkt pa hjulets periferi har den relativa normalaccelerationen
samma riktning som D:s acceleration?

Bygger pa ex 8.21. Kan vara lampligt att forst 16sa detta.
Visa att det lilla hjulets vinkelhastighet &r 5w och vinkelaccelerationen 5a.
Anvind ekv (8.2.9) for att berdkna de sokta accelerationerna.







9.5

9.6

9.7

9.8

9.10

9.11

9.1 Kinetik — Rotation kring fix axel
Ledningar

Frilagg hjulet och armen var for sig.
Normalkraften kan berdknas med hjilp av jamvikt for armen.

Friligg armen, och berdkna normalkraften.

a)
. l/i 150N
N -

b) Hur éndras frildggningen om hjulet roterar i motsatt riktning?

Normalkrafterna vid de tva kontaktstillena ar inte lika.

Till vanster: Ny = @1__‘“
V21+p2
Till hoger: Np=Tg1tu
V2 1+p?

Stangen roterar kring den fixa axeln O.
Friligg stangen, och stall upp grundekvationerna, ekv (9.1.1) + (9.1.3).
I startdgonblicket 8r w och ddrmed ocksa tyngdpunktens normalacceleration noll.

b-c) Frildgg hjulet och den hidngande kroppen var for sig.

Infér linkraften som obekant. Observera att denna inte &r lika med den hingande
kroppens tyngd (kroppen ér ju inte i jamvikt).

d) Se b-c) ovan for var och en av kropparna.

Visa forst att vinkelhastigheten dé linan just lindats av ar /127 M /mr2.




9.12

9.13

9.14

9.15

9.16

9.17

9.19

Frilagg valsarna var for sig, och still upp lagen for rorelsemangdsmomentet,
ekv (9.1.3), for var och en av dem. Ténk pa Newtons 3:e lag!
Observera att det inte finns nagot som sdger att vinkelaccelerationerna for

nagra av valsarna ar lika under inslirningsforloppet.
Visa att summan av vinkelaccelerationerna ir noll. Vad siger detta om summan

av vinkelhastigheterna?

Antag att linan inte glider, och berdkna linkrafterna pa 6mse sidor.

Resultat: 32mg/11 till héger, 14mg/11 at vanster
Om linan inte glider, maste sambandet (4.1.6) vara uppfyllt. Detta bestammer
minsta méjliga varde pa friktionskoefficienten.

Den fysiska pendeln behandlas i illustrationsexempel 9.1.3.
Visa forst att pendelns troghetsmoment &r 322mR2?/3 i a) och 319mR?/3 i b).

Den fysiska pendeln behandlas i illustrationsexempel 9.1.3.
Visa att vinkelfrekvensen for skivan ar

Y 4gx
VR ¢

dar z ar det sokta avstandet.

a) Frilidgg forst hela stangen, och berdkna reaktionskraften i A som funktion av (.
Det ar lampligt att dela upp kraften i normal- och tangentialkomposanter.

Resultatet blir:

5 1
R, = 5™Mg cos p, Ry = ngsirup.

Frilagg darefter den del av stangen som ligger mellan A och snittet, och berdkna

de sokta storheterna.
b) Béjmomentet beror pa tva variabler,  och . Man ser att virsta fallet fas

for ¢ = 90°. Aterstar att bestimma vilket virde pa x som ger maximum (svar:
z = b/3)

Fran det att hjulet slipps fram till det att linan slaknar kan hjulets rorelse
beskrivas som en fjardedels period av en harmonisk svingningsrorelse.
I illustrationsexempel 9.1.2 16ses ett likartat problem.

I det forsta fallet deltar inte vitskan i svingningsrorelsen.
I det andra fallet har vatskan frusit fast vid det tunnviggiga skalet, och den
svangande kroppen dr da sammansatt av skalet och det frusna vatskeklotet.




9.20

9.27

9.28

Infor cylindrarnas vridningsvinklar ¢; och g relativt startlaget,

och still upp lagen {6r rorelsemingdsmomentet for var och en av cylindrarna.
Beteckna relativa vridningsvinkeln ¢; — @2 med a, och harled en differentialek-
vation for denna. Ekvationens losning ar

16 M 32M

o= T?—k—(l —coswt) = Omax = 5

a) Eftersom kinetiska energierna &r noll i de tva ligena, sa &r potentiella energierna
lika. Detta ger k = mg/2a, dér a = 300 mm:.

b) Nar vinkelhastigheten har maximum, har ocksa kinetiska energin maximum
och potentiella energin minimum. Stall darfér upp potentiella energin i ett god-
tyckligt lage, beskrivet av vinkeln ¢ mellan luckan och horisontalplanet. Man
far da

a

V=—mg2

1
sin  + —kz?,
2
dar
P
=9 =
z = 2asin o

ar fjaderforlangningen.

a) Berdkna forst vinkelaccelerationen i startogonblicket genom att betrakta
hela systemet. Resultatet blir

3(a+ 2c)
2(a? + 3c2)g'

Frilagg darefter enbart kroppen A och berdkna normalkraften i startégonblicket.

Villkoret att denna skall vara positiv ger ¢ < 2a/3.
b) Hér ar ¢ = a/3. Betrakta forst hela systemet, och berdkna vinkelhastigheten

och vinkelaccelerationen for en godtycklig vridningsvinkel ¢. Darmed &r kroppen
A:s acceleration kind, och de verkande krafterna kan bestiammas. Man finner

att normal- och friktionskrafterna ar:

9
N = gmg cosp, F= ngsimp.

Kroppen borjar glida nar F/N = 0, 4.




9.29

9.32

9.35

9.36

9.38

Motorns och friktionsmomentets totala effekt ar

dT
— Mww = —
P fw e

dir M; = cw? ir friktionsmomentet och

1

Fe= Elwz

ar kinetiska energin.
Alternativt ger lagen for rorelsemangdsmomentet

My — M; = Io,

déar My = P/w &r det drivande momentet.

Frilagg stangen och stall upp grundekvationerna, ekv (9.1.1) + (9.1.3).
I startogonblicket dr w och ddrmed ocksa tyngdpunktens normalacceleration noll.

Lagerreaktionen bestdms ur lagen for tyngdpunktens rorelse, ekv (9.1.11).
Vi maste darfor bestimma tyngdpunktens acceleration i andra laget.
Lagen for rérelsemingdsmomentet, ekv (9.1.12), ger vinkelaccelerationen w och

ddrmed tangentialaccelerationen.
En energibetraktelse ger w?, som i sin tur ger normalaccelerationen.

7

Dragkraftens arbete 4&r PRm/2 = AT + AV, dar P =75 N.

a) Anvénd energilagen.
b) Anvind energilagen kombinerad med lagen for tyngdpunktens rorelse.

Troghetsmomentet bestdms ur svangningstiden for smé svangningar. Da fas

T\2
1=moe(g)

mgol o
dér ¢ = 0,93 m och 7 = (120/39) s.
Anvind lagen for tyngdpunktens rorelse, lagen for rorelsemangdsmomentet samt
energilagen for att bestdmma reaktionskraften. Den horisontella komposanten
blir
2

2gc

Ry = m (3cos p — V/3) sin g,

som har maximum for ¢ = 7/6.




9.39

I startégonblicket ar vinkelhastigheten och ddrmed tyngdpunktens
normalacceleration noll.

Vinkelaccelerationen bestdms ur lagen for rérelseméngdsmomentet, ekv (9.1.3).
Denna ger ocksa tyngdpunktens tangentialacceleration.

Friktions- och normalkrafterna fas sedan ur lagen fér tyngdpunktens rorelse. Har
kan det eventuellt vara fordelaktigt att dela upp tyngdpunktens acceleration i
horisontella och vertikala komposanter, och betrakta motsvarande komponenter
av lagen for tyngdpunktens rorelse. Oavsett vilket blir resultatet

2
F=—mg, N= gmg.







9.43

9.45

9.46

9.47

9.48

9.2 Kinetik — Allméan plan rorelse
Ledningar

b) Villkor f6r att linan inte skall glida ges av ekv (4.1.6).

Stall upp grundekvationerna, ekv (9.2.1) + (9.2.4), for tradrullen.

I momentekvationen, tink pa att linkraftens hdvarm med avseende pa tradrullens
tyngdpunktsaxel ar lika med rullens innerradie, eftersom trédens fria del ar tan-
gent till motsvarande cirkel.

Det ar tecknet pa rullens tyngdpunktsacceleration som avgor at vilket hall den

rullar.

Man vet inte i férvig om cylindern glider i kontaktpunkten eller ej.

Antag exempelvis att den inte glider, och berdkna friktionskraften F och nor-
malkraften N. Bilda dérefter kvoten F/N. Om beloppet av denna &r mindre
an 0,15 var antagandet korrekt. I annat fall far man boérja om fran bérjan utan

rullvillkor men med F/N = 0, 15.

Alla punkter pa linans raka del ir i vila, speciellt C (se figuren nedan).
Det betyder att cylinderns momentancentrum ligger i C. Cylindern ”rullar pa”

den réta linjen AB.
Friktionen &r fullt utbildad i kontaktpunkten med underlaget. Har &r det vik-
tigt att friktionskraften har korrekt riktning. At vilket hall glider cylindern i

kontaktpunkten?

b) Kinematiskt samband: vg = 7 + Rw




9.50

9.51

9.52

9.53

9.54

9.55

Den kraft som verkar pa bilens hjul fran marken dr P/v i det aktuella 6gonblicket.

Detta giller savil fore som efter linans bristning.
Omedelbart innan linan brister ror sig systemet bil + rér som en enda stel kropp,

och accelerationen kan enkelt bestimmas.
For att bestamma, bilens acceleration omedelbart efterat frilaggs bilen och roret

var for sig.

Kinematiskt samband (i bada fallen): Tyrymma = Uplattform + Tw.

a) Frilagg trumman och plattformen var for sig.
b) Frilagg trumman for sig; systemet plattform + person for sig.

Med géngse beteckningar kan svaret skrivas:

_ Iv?
b= mglR?

Berakna forst stangens vinkelhastighet och tyngdpunktshastighet just da
stangen lossnar. Resultat:

_ [3¢g _ [3gL
w‘—\/L, 7=/ TR

Darefter ar w konstant medan tyngdpunkten fortsatter i kastrérelse. Efter hur
lang tid &r stangen vertikal igen?

Bestam forst tyngdpunktens acceleration samt vinkelaccelerationen. _
Anvind darefter metoden med instantant accelerationscentrum for att finna den

sokta punkten (se kapitel 8.2(c), ”Specialfallet w = 0”).

Berikna forst banradien R.
Vid "bunden rotation” maste satelliten rotera ett varv runt sin egen axel pa

samma tid som den tillryggalidgger ett varv i omloppsbanan. Vad blir d& dess
vinkelhastighet w?

Bestam dérefter hur stort moment som maste liggas pa for att satelliten skall
accelerera fran vinkelhastigheten noll till w pa den angivna tiden (integrera ekv
(9.2.4) med avseende pa tiden).

Observera att vissa av de numeriska uppgifterna ar éverflodiga.




9.58

9.59

9.60

9.61

9.63

9.64

Frilagg stangen och stéll upp de tre grundekvationerna, ekv (9.2.1), (9.2.4).
Dessa innehéller fyra obekanta (tva accelerationskomponenter for tyngdpunkten,
vinkelaccelerationen och linkraften).

Ett kinematiskt samband behévs. Punkten A &r bunden att rora sig i en
cirkelbana. I startogonblicket &r hastigheten och ddrmed normalacceleratio-
nen noll. Darmed &r accelerationsvektorns riktning kdnd. Detta kan utnyttjas
till att teckna samband mellan A:s acceleration, tyngdpunktsaccelerationen och

vinkelaccelerationen.

a, b) I forsta 6gonblicket ar alla krafter kanda — fjaderns langd ar ju given.
c) Eftersom alla hastigheter ar noll, dr &ven alla relativa normalaccelerationer
noll. Se ocksa kapitel 8.2(c), ”Specialfallet w = 0”.

Bestam forst tyngdpunktens acceleration samt vinkelaccelerationen.

Resultat : a = E, w= —@
m mL

Frilagg déarefter den del av stangen som ligger mellan kraftens angreppspunkt och
ett snitt p4 avstandet z dérifran. Du kan nu berdkna tyngdpunktsaccelerationen
for den avsnittade delen.Bestdm sedan tvarkraften som funktion av z.

Betrakta virsta fallet, det vill siga da skapet star pa grinsen till tippning.
D4 &r bara ena hjulparet i kontakt med golvet.

Betrakta vad som hinder efter det att skivan frigjorts fran A.
Vad kan man da sdga om kraftmomentet med avseende pa en vertikal axel genom

B?

Under den korta stottiden ar tyngdkraftens impulsmoment med avseende pa
hornet P férsumbart. Det betyder att motsvarande rérelseméngdsmoment kon-

serveras under stoten.
Anvind ekv (9.2.7) for att teckna rorelsemingdsmomentet omedelbart fore

stoten.
Efter stoten roterar klotet kring en fix axel genom P. Rorelsen 6vergar i rullning

utan forlust i mekanisk energi.




9.69

9.71

9.73

9.75

9.76

Eftersom A.s hastighet och riktningen for B:s hastighet ar kdnda, kan det vara
lampligt att anvinda metoden med momentancentrum for att bestdmma vev-
stakens vinkelhastighet.

c¢) Nagra mellanresultat:

Punkten B:s avstand fran hjulaxeln ar 3, 82R.

Momentancentrums avstand fran A ar 3,42R.

Vevstakens vinkelhastighet &r 0, 293w.

B:s avstand fran momentancemtrum ar 2,21R.

Tyngdpunktens avstand fran momentancentrum &r 2,45R.

I bada fallen bevaras energin.
b) Tyngdpunkten maéste rora sig pa en lodlinje. Vad ar da dess hastighet i det

aktuella laget?

a) Om klotet ndtt och jémnt kan fullborda ett varv dr normalkraften i hogsta liget
kand. I sa fall kan ocksa tyngdpunktens normalacceleration och darmed ocksa
farten berdknas.

Energikonservering ger den sokta hastigheten.

b) Energikonservering ger tyngdpunktshastigheten och didrmed ocksa normalac-
celerationen 1 det betraktade laget.

Grundekvationerna, ekv (9.2.1) och (9.2.4), ger tillsammans med rullvillkoret
tangentialaccelerationen.

Blanda inte ihop klotets vinkelhastighet (ingar i rérelseméngdsmomentet och rul-
lvillkoret) med tyngdpunktens vinkelhastighet i dess cirkelbana (ingér i samban-
den mellan tyngdpunktshastighet och -acceleration, ekv (5.2.16))! Ingen poang
att blanda in den sistndmnda har!

a) Visa forst att tyngdpunkten féljer en lodlinje.

Var ligger i sa fall momentancentrum strax innan den 6vre stdngindan slar i
golvet? )

Om man inser detta, kan man enkelt uttrycka kinetiska energin i stangens vinkel-
hastighet w. Med hjilp av energilagen bestdms forst w och med hjilp av denna
den sokta hastigheten.

b) Visa forst att tyngdpunktens acceleration ar @ = Lw/2 just innan 6verandan
slar i golvet.

Utnyttja detta samband tillsammans med lagen for tyngdpunktens rérelse, ekv
(9.2.1), och lagen f6r rorelseméngdsmomentet med avseende pa tyngdpunkten,
ekv (9.2.4), for att bestamma normalkraften.

Berédkna forst hjulets tyngdpunktshastighet i B.

Resultat: 1/50gh/41, dér h = 3,60 m.
Tank pa att hjulet bibehaller sin vinkelhastighet nér den har lamnat banan i B.




9.77

9.78

9.79

9.80

Enklast &r nog att hirleda svingningsekvationen fran ett energisamband.

Det kan vara lampligt att inféra en koordinat z for att beskriva tyngdpunktens
lage relativt nagot referenslége, till exempel dar fjadern dr ospind. Hur mycket
forlangs fjadern nar tyngdpunkten flyttas strickan z utmed planet?

Stall upp sambandet T+ V' = konstant, och derivera detta med avseende
pa tiden. Resultatet bor bli den vanliga differentialekvationen fér harmonisk
svangningsrorelse. Vinkelfrekvensen kan lisas av direkt ur denna; gé tillbaka till
kapitel (6.4) om nédvandigt.

Alternativ metod: Frilagg cylindern och stall upp grundekvationerna (lagarna
for tyngdpunktens rorelse och rorelseméngdsmomentet med avseende pa tyn-
gdpunkten). Eliminera friktionskraften (som inte ar lika med puN i det har
fallet).

Varning! Blanda inte ihop vinkelfrekvensen i svdngningsrorelsen med vinkel-
hastigheten i rullningsrorelsen. Bada brukar visserligen olyckligtvis betecknas
med w, och bada har samma dimension, men dér upphoér alla likheter. Den ena
ar till exempel konstant, den andra ar en funktion av tiden.

Infér vinkeln ¢ enligt figuren nedan som obekant.

Energilagen ger 7'+ V = konstant. Teckna dérfor totala energin T+ V' i ett god-
tyckligt 1age och derivera med avseende pa tiden. Om approximationen sin ¢ = ¢
utnyttjas, fas ekvationen for en harmonisk svangningsrorelse. Vinkelfrekvensen
kan sedan ldsas av direkt.

Se &ven sista stycket i ledningen till foregaende uppgift.

Kraftmomentet med avseende pa en vertikal axel genom A &r noll.
Vad séger det om motsvarande rorelseméangdsmoment?
Ekv (9.2.7) kan vara anvindbar hér.

Ladan kan antingen glida eller tippa bakldnges.

Det kan vara fordelaktigt att rdkna i den accelererade referensram som féljer
med bilen. I sa fall maste en fiktivkraft inforas pa ladan enligt avsnitt (c) och
kapitel 6.5. Det dynamiska problemet overgar da i ett jamviktsproblem.
Problemet kan naturligtvis ocksé 10sas pa traditionellt satt i en inertialram. D4
méste man anvinda grundekvationerna (9.2.1) och (9.2.4).




9.81

9.82

9.83

Friktionen ar fullt utbildad i framhjulets kontaktpunkt.
Virsta fallet 4r nar bakhjulet nétt och jamnt &r i kontakt med marken.

Tva mojliga metoder:

1) Den absoluta rorelsen betraktas, vilket innebér att grundekvationerna (9.2.1)
och (9.2.4) anvénds.

2) Dorrens relativa rorelse i bilens accelererade referenssystem betraktas. D4
maste en fiktivkraft inféras pa dorren, se kapitel 9.2(c) (och 6.5). I detta fall
roterar dorren kring en ”fix” axel, och problemet kan l9sas med en enkel energi-

betraktelse.

Tva mojliga metoder:

1) Den absoluta rorelsen betraktas, vilket innebér att grundekvationerna (9.2.1)
och (9.2.4) anvinds.

2) Bilens accelererade referenssystem utnyttjas. Da maste en fiktivkraft inforas
enligt kapitel 9.2(c) (och 6.5). i denna referensram ar bilen i vila.

Oavsett val av metod kan det vara lampligt att betrakta vérsta fallet. I a) och b)
géller att friktionskrafterna pa de drivande hjulparen dr 0,75 x normalkrafterna
(fullt utbildad friktion). I ¢) &ar friktionskraftena lika stora pa alla hjul (samma
drivande moment). For det hjulpar dér risken for slirning &r storst ar friktionen
fullt utbildad (men inte nédvéndigtvis for det andra).




10.1 System av kroppar — Allméanna tillimpningar, konservering

10.1

10.3

10.6

10.8

10.9

Ledningar

c) Visa att stingens momentancentrum ligger i dess hogra d&ndpunkt.

Vad betyder det for hégra hjulets rorelse?
d) Nagra mellanresultat som kan komma till anvindning:
Stangens momentancentrum ligger rakt under det vinstra hjulets mittpunkt pa

avstandet rv/15 fran denna.
Stangens vinkelhastighet dr w/v/15.
Vinstra hjulets vinkelhastighet ar

\/’13+1w
2/15

Avstandet mellan stangens mittpunkt och dess momentancentrum &r 4, 78r.

Just innan doérren slar igen har motvikten lika stor fart som linans fastpunkt i dorren.

Andringen i kinetisk energi ar lika med det arbete som utrittats av momentet,
det vill séiga My, dir ¢ =1 rad.

Andringen i kinetisk energi &r lika med det arbete som utrittas av kraften F.
Nagra mellanresultat:

a) Arbetet &r 0, 62FTr.

b) Arbetet dr Fry/2.

Avstandet mellan C och stangens momentancentrum ar 3, 62r.

Om hjulets vinkelhastighet betecknas w, si r stangens vinkelhastighet w//17.
Avstandet mellan stangens tyngdpunkt och dess momentancentrum ar 3, 58r.

c) Arbetet ar 1,79Fr.

Momentets arbete ar lika med &ndringen i kinetisk energi.




10.10 Energin konserveras.
a) Skivan roterar kring den fixa axeln O. Beteckna dess vinkelhastighet med w.
Berdkna hastigheterna fér hjulaxlarna, samt visa att hjulen har vinkel-
hastigheten 2w.
Visa att skivans troghetsmoment ar 8mR2/3.
Med dessa mellanresultat kan kinetiska energin for hela vagnen beréknas (resul-
tat: 40mR%w?/3).
b) Hér forenklas uttrycket for kinetiska energin vésentligt. Skivan har trans-
lationsrorelse med samma fart som hjulaxlarna. Om denna &r v, sa dr hjulens

vinkelhastigheter v/R enligt rullvillkoret.

10.11 Anvénd den metod som beskrivs i illustrationsexempel 10.1.4, 13sning a).
Infor forst en lamplig variabel, till exempel vinkeln mellan radien AC och lodlin-
jen, for att beskriva systemets lage. Energin kan da uttryckas som funktion av
denna vinkel i ett godtyckligt ldge.
Eftersom svingningstiden for sma svangningar soks, ar det tillatet att gora vissa

approximationer.

10.13 Systemets totala rorelseméngdsmoment med avseende pa rotationsaxeln bevaras
under stoten. Anvédnd detta for att bestimma vinkelhastigheten efter det att
partikeln fastnat.

For att bestaimma lagerreaktionen kan man friligga partikeln och cylindern var
for sig och inféra kontaktkrafterna mellan kropparna som yttre krafter. Efter-
som cylinderns tyngdpunkt ir i vila maste nettokraften pa den vara noll. Det
betyder att den sokta lagerreaktionen maste vara lika stor som kontaktkraften
fran partikeln. Denna kan i sin tur bestdémmas med hjalp av Newtons andra lag.

10.14 a) Rorelsemangdsmomentet for hela systemet med avseende pa rotationsaxeln

konserveras.
b) Systemets totala energi konserveras.

10.16 Om Arnold gar ldngs periferin roterar karusellen (jfr illustrationsexempel 10.1.5).
P& detta sitt kan Arnold se till att dorrarna hamnar mitt fér varandra.
Om Arnold gar i ndgon av de radiella gangarna roterar diaremot inte karusellen,
vilket gor att Arnold med en lampligt vald vig via centrum kan na de samman-
fallande dorrarna utan att dndra laget for dessa.

10.17 Under forsta skedet, stoten:
Rorelseméangdsmomentet for hela systemet med avseende pa A konserveras.

Under andra skedet, pendlingen: Totala energin konserveras.

10.18 Det arbete som utréttas av konstakerskan ar lika med dndringen i totala mekaniska

energin (kinetisk + potentiell).




10.19

10.20

10.22

10.24

10.26

Systemets rorelsemingdsmoment med avseende pa axeln A bevaras.
For att teckna vagnens bidrag behdvs dess absoluta hastighet. Denna fas genom
att (vektoriellt) addera relativhastigheten v och hastigheten for motsvarande

punkt pa karusellen.

Tva storheter bevaras: rorelseméangdens horisontella komposant och den totala

energin.

Lat oss anta att A ror sig at vanster och att stangen roterar medurs. Beteckna
A:s hastighet med v och stangens vinkelhastighet med w. Nar stangen har roterat
45° har dess tyngdpunktshastighet en komposant Lw/2+/2 nedit och en kom-

posant Lw/2\/§ — v at hoger.

Tva storheter bevaras: rorelseméingdens horisontella komposant och den totala

energin.
Om vagnens hastighet at vanster betecknas v, och klotets vinkelhastighet medurs
betecknas w, sa &r klotets tyngdpunktshastighet Rw — v riktad at hoger.

Tva storheter bevaras: rorelseméangdens horisontella komposant och den totala
energin.

Stangernas vinkelhastigheter maste vara till beloppet lika stora, sig w.

Om tyngdpunktshastighetena betecknas v; och vy (forslagsvis), sa kan punkten
B:s hastighet tecknas pa tva satt, vilket ger ett samband mellan v;, vo och
w. Tillsammans med de tva konserveringslagarna far vi tre ekvationer som kan
anvindas for att bestamma samtliga obekanta.

Tva storheter bevaras: rorelseméngdsmomentet med avseende pa OC och den

mekaniska energin.







10.28

10.31

10.32

10.34

10.35

10.42

10.45

10.2 Stot
Ledningar

Den storre kroppens hastighet omedelbart efter stéten ar % -1,6-3,4 m/s.
Mellanresultat: Kroppen B har efter stoten mot viggen hastigheten 0, 425 vg.
Mellanresultat: B:s rorelseenergi ar

Mm?(1 + e)*v?
2(m+ M)?2 ’

dar vg ar den forsta kroppens hastighet fore stoten, och M ar B.s massa.

Borja med att visa att L:s fart direkt efter kollisionen var v/44 m/s (anvind
lagen for kinetiska energin).

Anvénd resultaten fran forsta fallet till att bestimma friktionskoefficienten.
Nér denna &r berdknad, kan hastigheterna omedelbart fore och efter stot

berdknas for det andra fallet.

Problemet bestar av tre delar:
1) Fallrorelse (bestammer klumpens hastighet omedelbart fore stot)

2) Stotforloppet (bestammer palens hastighet omedelbart efter stot)
3) Palens fortsatta rorelse (anvéand lagen for kinetiska energin for att bestamma

strickan)

Enklast &r nog att betrakta de horisontella och vertikala rorelserna var for sig.
Vertikala hastighetskomposanten omedelbart efter forsta studsen ges av ekv
(10.2.11), dér golvets hastighet ar lika med noll. Tiden f6r kulan att atervianda
till golvet kan sedan enkelt berdknas.

Den horisontella hastighetskomposanten ar konstant, vilket ger L.

Alternativt kan man berikna elevationsvinkeln for andra spranget med hjalp av
ekv (10.2.13). Eftersom den horisontella hastighetskomposanten &r kind kan da
utgangsfarten berdknas. Langden av andra spranget fas da enligt illustrations-
exempel 6.2.7.




10.46 Tillimpa "reflexionslagen”, ekv (10.2.13), p4 bada stotarna.
Visa att tano - tand = 1. Vad innebar detta for vinkeln mellan rorelse-

riktningarna?

10.47 Om kloten ir glatta och det ena stannar, s4 maste dess hastighet fore stéten
ha legat langs stotnormalen. D& maste traffbilden ha sett ut sa har:

W en
N

10.48 Efter stot:

Visa att
(1+e)u (1-e)u u

e VUsn = ———F— Vst = —F=-
22 " o2 *= V2

10.49 I och med att stoten ar ”glatt” maste den fran borjan vilande kroppen ha
sin hastighet riktad langs stGtnormalen efter stoten.

10.50 I och med att stoten ér ”glatt” méaste den fran borjan vilande kroppen ha
sin hastighet riktad lings stétnormalen efter stoten.




10.51 Eftersom friktionen kan férsummas maste B:s hastighet efter stoten vara riktad
langs stotnormalen. Om man ritar bollarna i det ldge dar de &r i kontakt ser
man direkt hur stort avstandet a maste vara.

A:s hastighet fore stoten kan nu delas upp i tangential- och normalkomponenter.
Med hjalp av grundekvationerna i avsnitt 10.2(c) kan motsvarande komponenter
efter stéten berdknas.

10.52 Eftersom ytorna ir glatta maste det vilande myntet ge sig av i stotnormalens
riktning. Laget i stotégonblicket maste da vara detta:

e f
70

\

10.53 Det kan vara lampligt att inféra en vinkel o enligt figuren for att beskriva laget av
linjen A.
Visa att A:s hastighet efter stoten har z-komponenten

1
L) eusin 2a.

VAr =







Appendix [ Troghetsmoment
Ledningar

AL3 Fér I, anviand Steiners sats, och téank pa att I, ~ 0 for en smal sting.
Eftersom stangen ligger i zy-planet, fas I, enklast ur ekv (AL3).




AIL12 Infor ytdensiteten o = m/A (massa/area).
Om ytan delas in i element enligt 6vre figuren nedan, giller att

m=/adA=/a(a—a:)dy,

vilket leder till

oa? 5 3m
m=— o= —.
3 a?

&

; y (@;2) | B
]

I

]

I

.: oy

|

L

Samma elementindelning &r 1amplig for bestamning av I,:

Iz=/y2dm=/y20(a—x)dy=...

For att bestimma I, ar det enklare att gora en elementindelning enligt figuren

nedan.
2
! y (2;a)| B
:
1
: ¢ y)
:
: y
] A x
L -=»

Iy=/z2dm=/zzo‘ydm=...

I, fas enklast fran ekv (AI3).



AI.19 Oktantens troghetsmoment med avseende pa z-axeln méste vara 1/8 av
troghetsmomentet for en hel sfir (massa 8m) med avseende pa samma axel.
Oktantens tyngdpunkt maste ligga lika langt fran zy-planet som tyngdpunkten
for en halvsfair med plana ytan i zy-planet. Pa grund av symmetrin ligger
oktantens tyngdpunkt lika langt fran alla tre koordinatplanen.

AI.21 b) Visa att kroppens tyngdpunkt ligger pa avstandet R/12 under den plana

begransningsytan mellan delkropparna.
c) Enklast att inte inféra densiteten och berékna volymen for den ihaliga krop-

pen.
Se i stéllet kroppen som skillnaden mellan en cylinder med radien 2a och en med

radien a. Om den borttagna delen har massan u, sa har den ursprungliga delen
massan 4u. Da &r m = 3u.







