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Abstract

The modelling of rubber materials in industrial applications is often carried out by

experimental analysis. The company Saab Automobile AB in Trollh�attan has assigned

the task of simulating the transportation of vibration and noise from the engine of a

car to the surrounding structures. The vibration and noise is reduced by the use of

vibration dampers made of rubber. The damper is designed as two hollow cylinders,

one inside the other, mounted between two cylinders of steel.

The objective of this report is to simulate the characteristics of rubber in a cor-

rect way. Of special interest is the nonlinear properties such as nonlinear elasticity and

frequency as well as amplitude dependent sti�ness. This is carried out by the creation

of one-dimensional rheological models, which simulate the behavior of rubber compo-

nents. In NASTRAN, these rheological models are placed in di�erent directions in a

three-dimensional structure to analyse how the vibrations from the engine transport to

the surrounding chassie of the car. The NASTRAN analysis shows that if the engine

vibrates with a frequency over 20 Hz the vibration in the surrounding structure will

be very small. The eigenfrequency is about 7.5 Hz, which can also be approximately

determined by analytical expressions, and at this frequency there will be no damping

of the vibrations at all. From the analysis, it is also clear that the amplitude by which

the structure is loaded plays an important role in the sti�ness response by the rubber

component.
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F�orord

Denna rapport �ar resultatet av examensarbetetModellering av vibrationsd�ampare

till bilmotorupph�angning, som har utf�orts vid Avdelningen f�or byggnadsmekanik

vid Lunds tekniska h�ogskola under vinterhalv�aret 1999-2000. Det behandlar modeller-

ing av gummimaterial i dynamiska fordonssystem och inkluderar olinj�ar elasticitet samt

frekvens- och amplitudberoende dynamisk styvhet.

Ett stort tack riktas till v�ar handledare Per-Erik Austrell, som med sin goda hand-

ledning v�aglett framf�or allt den teoretiska delen av arbetet p�a ett utm�arkt s�att, samt l�ast

och kommenterat rapporten. Vi vill �aven tacka v�ar andre handledare Peter Davidsson

f�or all hj�alp med modelleringen i NASTRAN.

Slutligen vill vi tacka v�ar uppdragsgivare Per-Olof Sturesson vid Saab Automobile

AB i Trollh�attan, som har hj�alpt till med att utforma arbetet samt tillhandah�allit data

om gummibussningen.

Lund i april 2000

Kristian Bergdahl och Mikael Svensson
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Sammanfattning

Avsikten med detta examensarbete, som har utf�orts vid Avdelningen f�or byggnadsmekanik

vid Lunds tekniska h�ogskola, �ar att unders�oka och beskriva metoder att modellera

gummid�ampare med avseende p�a bland annat olinj�ar elasticitet samt frekvens-, och

amplitudberoende dynamisk styvhet. Gummielementets samverkan med vidh�angande

styvare strukturer har ocks�a modellerats. Syftet �ar att best�amma hur vibrationer och

ljud transporteras fr�an en bilmotor och ut i omgivande strukturer.

Det modellerade gummielementet sitter i en bilmotorupph�angning och har en cylin-

drisk utformning. Det modellerades med en femparametermodell som best�ar av en

elastisk (linj�ar eller olinj�ar), en viskoelastisk och en elastoplastisk del. Denna reologiska

modell, som har b�ade frekvens- och amplitudberoende egenskaper med avseende p�a

dynamisk styvhet och d�ampning, beskriver gummimaterialet p�a ett korrekt s�att. Fem-

parametermodellen �ar avbildad i �gur 1.
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Figur 1: En enkel viskoplastisk materialmodell som korrekt simulerar b�ade frekvens- och

amplitudberoende f�or gummimaterial.

Till en b�orjan modellerades gummielementet endimensionellt i Matlab med parame-

trar f�or ett speci�kt gummimaterial, inte samma som anv�ands till bilmotorupph�angningen.

Detta utf�ordes f�or att veri�era att modellens beteende beror p�a s�av�al frekvens som am-

plitud. F�or att best�amma de verkliga parametrarna till femparametermodellen anv�andes

resultat, som erh�allits fr�an experiment som utf�orts p�a en gummibussning vid Saab i

Trollh�attan. Med hj�alp av dessa experiment kunde parametrarna best�ammas f�or b�ade

axiell och radiell belastning p�a gummielementet.

I Nastran implementerades femparametermodellen i en tredimensionell struktur,

d�ar gummielementet modellerades endimensionellt i y- och z-led, d�ar y-led �ar radiell

led och z-led axiell led. Hela strukturen analyserades genom att en kraft lades p�a

i motorns mittpunkt och nedb�ojningen i motorns mittpunkt samt reaktionskrafter-

na i inf�astningarna r�aknades ut i Nastran. F�or att analysera hur motorvibrationerna

�overf�ors fr�an motorstrukturen till omliggande strukturer lades en statisk kraft, som

skulle motsvara motorns tyngdkraft, samt en sinusformad dynamisk kraft p�a i motorns

tyngdpunkt. Flera olika lastfall analyserades, i vilka den dynamiska kraftens amplitud

och frekvens varierades. Det visade sig att reaktionskraften har sitt maximum omkring

frekvensen 7.5 Hz, vilket �aven �ar den analytiskt best�amda egenfrekvensen f�or struk-

turen. Vid belastning med frekvenser �over 20 Hz blev reaktionskrafter och deformation-

er f�or gummid�amparna mycket sm�a, d�amparna fungerar allts�a b�ast vid dessa frekvenser.

Resultaten visar �aven att gummid�amparnas styvhet minskar vid �okad belastningsam-

plitud, varf�or det �ar viktigt att g�ora en korrekt dimensionering av gummid�amparen till

varje anv�andningsomr�ade.
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Kapitel 1

Inledning

1.1 Bakgrund

Komponenter av gummimaterial anv�ands inom industrin i olika sorters maskiner. I

bilindustrin anv�ands gummikomponenter som kopplingselement mellan styva strukturer

f�or att isolera vibrationer och buller. Anv�andningsomr�aden f�or Saab �ar exempelvis

motor- och hjulupph�angningar till Saab 95, se �gur 1.1.

Figur 1.1: En Saab 95 i genomsk�arning.

Vibrationsd�amparna har i regel olinj�ara egenskaper s�av�al statiskt som dynamiskt.

Inom bilindustrin anv�ands vanligtvis linj�ara approximationer n�ar gummimaterials dy-

namiska egenskaper modelleras. Examensarbetet �ar ett samarbete mellan Saab Auto-

mobile AB i Trollh�attan och Institutionen f�or mekanik och material vid LTH.
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1.2 Syfte

Arbetet avser att unders�oka och beskriva metoder att modellera gummid�ampare och

deras samverkan med vidh�angande styvare strukturer. Speciellt beaktas de olinj�ara

materialegenskaper som gummi uppvisar. Fr�an Saabs sida �ar man intresserad av att,

genom komplettbilssimuleringar, best�amma hur vibrationer och ljud transporteras fr�an

motorn och ut i omgivande strukturer. Som en praktisk till�ampning studeras en mod-

ellkomponent i form av ett axialsymmetriskt hylselement. Egenskaper som kommer att

modelleras �ar sp�annings- t�ojningssamband, olinj�ar elasticitet samt frekvens-, och am-

plitudberoende dynamisk styvhet. Analysen avser att ge insikt i f�orlast-, frekvens-, och

amplitudberoende f�or gummikomponenter samt att ge f�orslag p�a hur gummikomponen-

ter kan modelleras dynamiskt i ett fordonssystem.

1.3 Modellbeskrivning

Gummid�amparen har en axialsymmetrisk (cylindrisk) utformning, denna �aterges i �g-

ur 1.2. D�amparens l�angd �ar 50 mm och ytterdiametern �ar 36.6 mm p�a mitten. I

f�oreliggande till�ampning, upph�angning av en bilmotor, �ar gummid�amparen placerad

mellan tv�a metallcylindrar.

X

Y

Z

X

Y

Z

Figur 1.2: Utformning av gummibussning till bilmotorupph�angning.

1.4 Avgr�ansningar

Examensarbetet avgr�ansas till att behandla vibrationer som ligger v�al under d�ampar-

elementens interna resonansfrekvenser, som f�or gummid�amparen b�or ligga �over 500

Hz. Vibrationerna fr�an en bilmotor be�nner sig i frekvensintervallet 0-200 Hz och har

f�orskjutningsamplituder av storleksordningen 0.01-1 mm. Ingen h�ansyn kommer att tas

till stora deformationer. Gummielementen antas vara utsatta f�or en statisk f�orlast med

en �overlagrad dynamisk belastning. Endast endimensionella d�amparmodeller kommer

att anv�andas. Vidare kan den inre metallcylindern uts�attas f�or tre olika belastnings-

former: axiell translation, radiell translation och axiell rotation. H�arvid kommer gum-

mid�amparen att uts�attas f�or axiell skjuvning, radiell tryck-/dragbelastning respektive

axiell vridning. Vridning av en cylinder ger vid sm�a deformationer ungef�ar samma e�ekt

som skjuvning av densamma, d�armed kan b�ada fenomenen betraktas som skjuvning.

2



D�armed kommer belastningen i modelleringen endast att verka som axiell skjuvning

och radiell tryck-/drag.

1.5 Metodik

Examensarbetet kan huvudsakligen indelas i f�oljande omr�aden:

� Grundl�aggande beskrivning av elastomerers frekvens- och amplitudberoende egen-

skaper.

� Egenskaperna f�or ett kopplingselement av gummi modelleras i MATLAB med endi-

mensionella f�afrihetsgradsmodeller.

� M�ojligheterna att infoga kopplingselementet i en �nit elementmodell unders�oks i

MATLAB-CALFEM.

�Modellen anpassas till experimentella resultat f�or en verklig gummikomponent. Radiell

och axiell dynamisk styvhet och d�ampning framtages.

� Ett f�orenklat modellproblem, en bilmotorupph�angning med gummid�ampare, mod-

elleras i PATRAN och analyseras i MSC/NASTRAN.

3
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Kapitel 2

Materialet gummi

2.1 Allm�ant om gummi

Gummi, eller elastomerer, �ar namn som representerar en stor grupp material. Gemen-

samt f�or dessa �ar att de �ar polymerer med l�anga molekylkedjor, vilket ger dem karak-

teristiska mekaniska egenskaper. R�amaterialet �ar antingen naturgummi fr�an gummitr�ad

eller tillverkat p�a syntetisk v�ag. Gummitr�ad bildar gummi genom komplicerade biokemiska

reaktioner. Det faktum att molekylkylkedjorna inte har n�agra bryggor mellan sig g�or

att gummi �ar mjukt och plastiskt i sitt naturliga tillst�and. Genom en kemisk pro-

cess, som kallas vulkanisering eller vulkning, �overf�ors gummi fr�an plastiskt formbart

tillst�and till ett elastiskt och mer formstablit tillst�and. Vulkningen inneb�ar att sm�a

m�angder av vulkmedel, tex svavel, tills�atts under upphettning av gummit till mellan

120 och 200�C. Svavlet bildar bryggor mellan molekylkedjorna, varvid de binds sam-

man och gummit blir starkare och mer temperaturstablit. I syfte att �oka styvheten

och f�orb�attra slitstyrkan f�or gummikomponenter, tills�atts ett fyllnadsmaterial innan

vulkningen. Som fyllnadsmaterial anv�ands vanligen ett �nf�ordelat kolpulver som kallas

kimr�ok. Kimr�oken binds inte kemiskt till gummit, utan bildar en separat fas i det

vulkade gummit. Kimr�oken p�averkar ett 
ertal fysikaliska egenskaper s�asom viskositet

och h�allfasthet. I praktiska till�ampningar anv�ands ofta kompositer av gummi och met-

all. Sammanfogningen mellan gummi och metall kan ske vid vulkaniseringen genom
att metallstycken med vidh�aftningsmedel l�aggs in i formen. Vidh�aftningen blir mycket

stark och fogen mellan gummi och metall blir starkare �an sj�alva gummit.

2.2 Mekaniska egenskaper

De viktigaste mekaniska egenskaperna hos gummimaterial som utnyttjas i tekniska

till�ampningar �ar den t�ojningsupptagande f�orm�agan, den vibrationsd�ampande egen-

skapen och n�otningsstyrkan. Den mest framtr�adande och karakteristiska egenskapen

hos gummimaterial �ar den stora elasticiteten, dvs f�orm�agan att t�ala stora t�ojningar

utan permanenta deformationer efter avlastning.

Det inneb�ar ocks�a att gummimaterial har en f�orm�aga att lagra mycket t�ojningsenergi

per volymsenhet och dessutom frig�ora det mesta vid avlastning. Den goda elasticiteten

har sin f�orklaring i den molekyl�ara strukturen. De l�anga veckade polymerkjedjorna

kan str�ackas och orienteras i t�ojningens riktning. Orsaken till detta �ar att polymerens

byggstenar i kedjan har en f�orm�aga att rotera i kopplingspunkterna mellan enheterna

(monomererna). D�arigenom �ar det m�ojligt att uppn�a t�ojningar p�a 
era hundra procent.
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Figur 2.1: Sp�annings-t�ojningsdiagram f�or ett 60 IRHD naturgummi.

V�anster: tryck/drag belastning. H�oger: Enkel skjuvning.

Figur 2.1 visar sp�annings-t�ojningsdiagram f�or naturgummi med h�ardhet 60 IRHD

i tryck/drag-belastning respektive skjuvbelastning. Enkel skjuvning enligt �gur 2.1

ger ett mer linj�art samband mellan sp�anning och t�ojning �an vad som �ar fallet vid

tryck/drag-belastning. Det �ar d�arf�or mer motiverat att anv�anda skjuvmodulen G som

en dynamisk materialkonstant �an E-modulen eftersom den senare varierar kraftigt med

t�ojningen.

Vissa typer av vulkaniserat gummi utan fyllmedel som tex naturgummi har h�og

elasticitet med sm�a f�orluster vid cyklisk belastning. I regel �ar det dock n�odv�andigt att

tills�atta fyllnadsmaterial f�or att f�a tillr�acklig styvhet i materialet och uppn�a tillr�acklig

n�otningsbest�andighet. Vid upprepad p�a- och avlastning av ett kimr�oksfyllt naturgummi

av h�ardhet 60 IRHD f�ar man ett typiskt kraft-deformationssamband enligt �gur 2.2.
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K
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ft 
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Figur 2.2: Kraft-deformationssamband f�or ett kimr�oksfyllt naturgummi utsatt f�or cyklisk

belastning.

F�orutom att man f�ar en skillnad mellan p�a- och avlastningskurvorna som indikerar

att materialet inte �ar idealt elastiskt, f�ar man ocks�a en viss s�ankning av materialets

styvhet. Denna s�ankning �ar dock begr�ansad och n�ar ett station�art v�arde efter ett f�atal
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belastningscykler enligt �gur 2.2. Det t�ojningsmjuknande beteendet (som ocks�a kallas

Mullins e�ekt) beror av molekyl�ara omlagringar och brott i tv�arbindningar mellan poly-

mer och fyllmedelspartiklar. T�ojningsmjuknandet �okar med �okande m�angd fyllmedel.

En annan karakteristisk egenskap f�or gummi �ar den stora skillnaden mellan skjuv-

modulen och bulkmodulen. Bulkmodulen B anger relationen mellan hydrostatiskt tryck

och volymetrisk t�ojning

p = B
�V

V
:

Typiska v�arden f�or gummi �ar en skjuvmodul G � 1 MPa och bulkmodul B �
2000 MPa. Den stora volymetriska styvheten j�amf�ort med skjuvstyvheten betyder att

volym�andring kr�aver v�asentligt st�orre kraft �an form�andring genom skjuvning. Den sto-

ra skillnaden indikerar att materialet �ar i det n�armaste inkompressibelt och i m�anga

sammanhang, �aven i denna rapport, betraktas d�arf�or gummi som fullst�andigt inkom-

pressibelt.

Vidare g�aller att det statiska f�orh�allandet mellan elasticitetsmodul och skjuvmodul

ges av

E =
9BG

3B +G
:

Eftersom det g�aller att B � G kan detta f�orenklas till

E = 3G: (2.1)

2.3 Experimentella observationer

Det h�ar avsnittet behandlar dynamiska materialegenskaper vid station�ar cyklisk belast-

ning. Speciellt diskuteras dynamiska modulens och d�ampningens beroende p�a frekvens,

temperatur och framf�orallt amplitud.

sκ

=u/Hκ

o2 κ

T

u

H

P

t

2τ

κ

τ

κ

κ

0τ

s

0

s

2

Figur 2.3: 'Double shear' provkropp f�or test i enkel skjuvning, harmonisk

t�ojningshistoria och hystereskurvor med sp�annings- och t�ojningsamplituder angivna.

Figur 2.3�aterger dynamisk provning i enkel skjuvning vid sm�a amplituder f�or ofyllda

gummimaterial. Den resulterande skjuvt�ojningen har ett linj�art dynamiskt beteende

som karakteriseras av att sinusformad exitation ger sinusformad respons. Responsen �ar

dock fasf�orskjuten fasvinkeln �, vilket ger en elliptisk sp�annings-t�ojningskurva enligt

�gur 2.3.
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F�or att beskriva dynamiska materialegenskaper �ar det anv�andbart att studera dyna-

miska skjuvmodulen och fasvinkeln �. Dynamiska skjuvmodulen

Gdyn = �0=�0;

de�nieras som skjuvsp�anningsamplituden �0 delat med skjuvt�ojningsamplituden �0.

Tillv�agag�angss�attet f�or att best�amma den dynamiska skjuvmodulen beskrivs i kapitel

2.4. Fasvinkeln � dvs. fasf�orskjutningen mellan sp�anning och t�ojning �ar ett m�att p�a

materiald�ampningen.

T

 f    (Hz)10 10 10 102 31 4100

T2

3

1

5

4

(MPa)G

0.8

0.6

0.4

0.2

(rad)δ

dyn

Figur 2.4: Dynamiska skjuvmodulens och fasvinkelns frekvensberoende f�or ett ordin�art

naturgummi med fyllnadsmaterial. Temperaturens inverkan visas ocks�a.

Den elliptiska hystereskurvan �ar associerad med omvandling av energi. Vid cyklisk

belastning av gummimaterial �ar det d�arf�or alltid en del av energin som omvandlas till

v�arme. Den inneslutna ytan mellan p�alastnings- och avlastningskurvorna motsvarar
den energi som omvandlas till v�arme. Vid fria vibrationer medf�or detta en minskande

amplitud med tiden och man s�ager d�arf�or att materialet uppvisar d�ampning.

De dynamiska egenskaperna f�or gummimaterial �ar beroende av b�ade temperatur

och frekvens, vilket visar sig i den dynamiska modulen och fasvinkeln. En �okning av

frekvensen har en h�ardnande e�ekt och en �okning av temperaturen har en mjukande

e�ekt enligt �gur 2.4.

0.3
δ (rad)

0.2

0.1
κ

0

dyn

2

3

4

5

1

G (MPa)

-110-3 10-2 100

κ
0

10 -3 10-2 1001010-1

Figur 2.5: Amplitudberoende dynamisk skjuvmodul och fasvinkel f�or ett ordin�art natur-

gummi med kimr�oksfyllning.

Fyllnadsmaterial i gummiblandningen �okar d�ampningen och ger upphov till en viss

olinj�aritet i det dynamiska beteendet, som visar sig i en distorsion av hysteresloopen
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och som en minskning av den dynamiska skjuvmodulen d�a amplituden �okar. Den dy-

namiska olinj�aritet som amplitudberoendet inneb�ar, orsakas av fyllmedelsstrukturens

nedbrytning och �aterformning. Den dynamiska modulens och fasvinkelns beroende av

t�ojningsamplituden visas principiellt i �gur 2.5 med typiska v�arden f�or ett kimr�oksfyllt

material av h�ardhet cirka 60 IRHD. Den dynamiska modulen �ar allts�a starkt beroende

av t�ojningsamplituden vid m�attliga till stora t�ojningar. F�or sm�a amplituder under ca 0.1

% (inom plat�an enligt �gur 2.5) d�a ingen n�amnv�ard nedbrytning och �aterformning av

fyllmedelsstrukturen sker, �ar beteendet dock linj�art dynamiskt �aven f�or fyllda material.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

Töjning

S
pä

nn
ni

ng
 (

M
P

a)

Figur 2.6: Kvasi-statiskt test i skjuvning med harmonisk belastning vid 0.05 Hz med

�okande amplitud.

F�or h�ogfyllda material och stora amplituder vid l�aga frekvenser avviker hystereskur-

van v�asentligt fr�an den elliptiska formen i �gur 2.3. I �gur 2.6 visas resultatet av

ett skjuvprov med f�orskjutningsstyrning enligt �gur 2.3 med succesivt �okande am-

plitud vid konstant frekvens f = 0:05Hz. Vid denna l�aga frekvens �ar materialets

visk�osa sp�anningsbidrag obetydligt. Den d�ampning som visar sig i skillnaden mellan

p�alastnings- och avlastningskurvorna �ar v�asentligen oberoende av t�ojningshastigheten.
Observera ocks�a att hystereskurvornas lutning minskar med �okande amplitud, det vill

s�aga att den dynamiska elasticitetsmodulen minskar med �okande amplitud. Man kan

ocks�a notera att kurvorna har spetsiga �andar trots att t�ojningen �ar sinusformad. Detta

karakteristiska utseende beror p�a den inre friktionen i gummit och �ar d�armed karak-

teristiskt f�or de amplitudberoende egenskaperna.

2.4 Best�amning av dynamisk skjuvmodul

Den dynamiska skjuvmodulen �ar en storhet som beror av b�ade frekvens och amplitud

f�or den p�alagda lasten. F�or ett speci�kt gummimaterial kan den dynamiska skjuvmod-

ulen best�ammas med ett Double shear-skjuvtest som �nns beskrivet i [1]. Provkroppen,

som �aterges i �gur 2.7 best�ar av tv�a puckformade gummiskivor vulkade mellan tre

metallstycken. Det mellanliggande metallstycket belastas med en kraft P varvid gum-

mibitarna uts�atts f�or enkel skjuvning, ett n�ara nog linj�art deformationstillst�and vid

sm�a till m�attliga deformationer, se �gur 2.1. Den dynamiska skjuvmodulen f�or en viss

frekvens och amplitud best�ams ur

P0

2A
= Gdyn

u0

H
:
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P

H

u

Figur 2.7: Provkropp som uts�atts f�or enkel skjuvning.

P0 �ar den p�alagda kraftamplituden, u0 �ar den resulterande f�orskjutningsamplituden,

A och H �ar gummibitarnas area respektive h�ojd.

Rent praktiskt g�ar man tillv�aga p�a f�oljande s�att:

En kraft eller f�orskjutning med viss amplitud l�aggs p�a vid olika frekvenser tills

ett n�ojaktigt frekvensintervall har genomg�atts. H�arvid erh�alls en kurva som �aterger

skjuvmodulen som funktion av frekvensen. Sedan k�ors ett amplitudintervall med en

viss frekvens p�a samma s�att, vilket ger en kurva p�a skjuvmodulen som funktion av den

p�alagda amplituden.

Eftersom de visk�osa och plastiska beteendena f�or ett verkligt gummimaterial inte �ar

kopplade, vilket kommer att diskuteras i kapitel 3.3.3, kan man sedan parallellf�or
ytta

kurvorna i frekvensplanet f�or olika amplituder och vice versa f�or olika frekvenser f�or att

erh�alla Gdyn f�or varje kombination av amplitud och frekvens.

Som en tumregel kan n�amnas att vid m�attliga frekvenser och amplituder �ar den

dynamiska skjuvmodulen ungef�ar 1.5 g�anger den statiska.

Sammanfattningsvis kan konstateras att skjuvmodulen f�or ett speci�kt gummima-
terial kan ber�aknas genom ett enkelt skjuvtest av en enda komponent med en speci�k

geometri. Sedan kan styvheterna r�aknas fram f�or varje t�ankbar komponentgeometri.
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Kapitel 3

Materialmodeller f�or gummi

H�ar ges en beskrivning av hur ett gummimaterials egenskaper kan modelleras med endi-

mensionella modeller. Speciellt diskuteras sp�annings-/t�ojningssamband och de viktiga

storheterna dynamisk elasticitetsmodul och fasvinkel och deras beroende av frekvens

och amplitud. Genom att introducera friktionsd�ampning kan dynamiska modulens och

fasvinkelns amplitudberoende modelleras. I kapitel 3.1 och 3.2 beskrivs den statiska

modelleringen och i kapitel 3.3 den dynamiska.

3.1 Olinj�ara elastiska materialmodeller

Mooney och Rivlin utvecklade under 1950-talet den olinj�ara fenomenologiska elas-

ticitetsteorin f�or stora deformationer. Mooney initierade arbetet genom att utveckla en

speciell materialmodell varefter Rivlin utvecklade en generell teori baserad p�a ett t�oj-

ningsenergiuttryck. I de s�a kallade hyperelastiska materialen enligt Rivlin de�nieras en

t�ojningsenergifunktionW som �ar att betrakta som en potentialfunktion f�or sp�anningarna

i materialet. De elastiska egenskaperna best�ams med hj�alp av funktionen W , som rep-

resenterar t�ojningsenergi per volymsenhet f�or det aktuella materialet.

u

P P

L

l

A

Figur 3.1: Elastisk st�ang belastad med kraften P.

F�or att illustrera hur t�ojningsenergin kan de�niera relationen mellan sp�anning och

t�ojning betraktas f�orst fallet med en linj�arelastisk st�ang enligt �gur 3.1. T�ojningsenergin

per volymsenhet ges av

W =
1

2
E�2

d�ar � = u=L �ar t�ojningen i st�angen. Sp�anningen � kan f�as genom derivering med h�ansyn

till t�ojningen enligt

� =
dW

d�
= E� :

Resultatet �ar allts�a den v�alk�anda Hookes lag f�or det enaxliga fallet.

11



P

u
P

H

Figur 3.2: Element skjuvat med kraften P.

Ett annat exempel �ar skjuvning av ett linj�arelastiskt r�atblock enligt �gur 3.2.

T�ojningsenergin per volymsenhet ges i detta fall av

W =
1

2
G�2

d�ar skjuvt�ojningen � ber�aknas ur � = u=H: Skjuvsp�anningen � erh�alls h�ar ur

� =
dW

d�
= G� :

De enkla exemplen visar att det �ar m�ojligt att erh�alla materialsambandet f�or ett

elastiskt material genom att anv�anda t�ojningsenergin som en potentialfunktion.

3.1.1 T�ojningsenergiuttryck

I den generella 
eraxliga och olinj�ara teorin �ar principen f�or att h�arleda materiallagen

densamma som i det linj�ara, enaxliga fallet. Men i det olinj�ara fallet kr�avs i regel


er materialparametrar. Dessutom m�aste t�ojningsm�attet generaliseras f�or att �aven

t�acka 
eraxliga tillst�and av t�ojning som uppkommer vid godtyckligt belastade krop-

par. I denna rapport kommer analysen att begr�ansas till att omfatta enaxliga olinj�ara

tillst�and. T�ojningsm�att som kallas t�ojningsinvarianter inf�ors som grundl�aggande vari-

abler i t�ojningsenergiuttrycket. T�ojningsinvarianterna uttrycks ofta i stretch vid be-

lastning i tryck/drag. Stretch de�nieras som f�orh�allandet mellan deformerad och ode-

formerad l�angd. F�or st�angen i �gur 3.1 f�ar man d�a

� =
l

L
= 1 + � ;

eftersom den deformerade l�angden l = u+L. Vid skjuvning av ett r�atblock enligt �gur

3.2 kan t�ojningsinvarianterna p�a motsvarande s�att uttryckas i skjuvt�ojning, �.

T�ojningsenergin per volymsenhet, W, kan f�or ett isotropt hyperelastiskt material

uttryckas p�a formen

W = W (I1; I2; I3)

d�ar t�ojningsinvarianterna I1; I2 och I3 �ar ett m�att p�a t�ojningstillst�andet.

Som tidigare har n�amnts �ar gummi i det n�armaste inkompressibelt. Detta inneb�ar

att den tredje t�ojningsinvarianten, som uttrycker f�or�andring av volymen, kan s�attas till

I3 = 1, detta ger

W = W (I1; I2)

12



3.1.2 Val av materialmodell

En generell form f�or t�ojningsenergifunktionen W ges av serieutvecklingen

W =
NX

i=0;j=0

Cij(I1 � 3)i(I2 � 3)j (3.1)

d�ar Cij �ar materialkonstanter. Formellt ing�ar o�andligt m�anga termer i serien, men

i till�ampningar brukar man endast anv�anda ett f�atal av dem. Anledningen till att

termerna skrivs p�a formen (I1 � 3) och (I2 � 3) �ar att alla termer d�a blir lika med 0 i

odeformerat l�age, vilket ger att W blir 0 i odeformerat tillst�and, f�orutsatt att C00 = 0.

En t�ojningsenergifunktion som visat sig vara v�al l�ampad f�or gummi med tillsats av

kimr�ok �ar O.H. Yeohs modell. Yeoh fann att t�ojningsinvarianten I2 har ett f�orsumbart

in
ytande f�or kimr�oksfyllda naturgummin och utel�amnade d�arf�or denna. Modellen

inkluderar tre termer i serien f�or t�ojningsenergifunktionen och ger

W = C10(I1 � 3) + C20(I1 � 3)2 + C30(I1 � 3)3 (3.2)

Yeohs modell speglar korrekt det kvalitativa beteendet f�or kimr�oksfyllda gummimateri-

al. Modellen ger korrekt fysikaliskt beteende och �ar ganska enkel att anv�anda, eftersom

den bara har tre konstanter som dessutom har ett linj�art funktionsberoende eftersom

den �ar p�a polynomform. Den ger ofta en noggrann och stabil passning till experimentella

data. En annan f�ordel �ar att det �ar m�ojligt att best�amma parametrarna endast med ett

skjuvprov av gummimaterialet, vilket inte �ar m�ojligt f�or ett generellt val av parametrar.

3.2 Teoretiska sp�annings-t�ojningssamband

P�a samma s�att som i det linj�ara fallet kan den nominella sp�anningen i det olinj�ara fal-

let erh�allas genom derivering av t�ojningsenergifunktionen W. Den intresserade l�asaren

h�anvisas till bilaga A f�or en utf�orligare h�arledning av sp�annings-t�ojningssamband.

Nedan �aterges de h�arledda resultaten. Vid tryck/drag deriveras W med avseende p�a

stretch,
P

A
=

dW

d�
:

Med W enligt Yeohs modell (3:2) blir sambandet mellan nominell sp�anning och stretch

P

A
= 2(C10 + 2C20(

2

�
+ �2 � 3) + 3C30(

2

�
+ �2 � 3)2)(��

1

�2
): (3.3)

Deformationen vid skjuvning beskrivs av skjuvt�ojningen �, vid skjuvning sker d�arf�or

deriveringen av W med avseende p�a skjuvt�ojningen,

P

A
=

dW

d�
:

Med W enligt Yeoh (3:2) erh�alls det teoretiska sambandet mellan skjuvsp�anning och

skjuvt�ojning som

P

A
= 2(C10 + 2C20�

2 + 3C30�
4)�:
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I de numeriska ber�akningarna kommer f�oljande v�arden p�a Yeoh-parametrarna, som

ger ett kraftigt olinj�art upptr�adande, att anv�andas:8><
>:

C10 = 1:0MPa

C20 = �0:15MPa

C30 = 0:050MPa

(3.4)

3.3 Reologiska modeller

Ett illustrativt s�att att beskriva och tolka gummimaterials dynamiska egenskaper �ar att

anv�anda endimensionella modeller som kan beskrivas med mekaniskt analoga system

av fj�adrar, d�ampare och friktionselement. S�adana modeller �ar direkt anv�andbara vid

modellering av gummielement, till exempel i fordonsdynamiska simuleringar.

I det f�oljande behandlas en viskoelastisk och en elastoplastisk modell. Dessa kom-

bineras genom parallellkoppling till en viskoplastisk modell som uppvisar ett princip-

iellt korrekt frekvens- och amplitudberoende vid j�amf�orelse med experimentella resul-

tat f�or kimr�oksfyllda gummimaterial. En femparameters viskoplastisk materialmodell

anv�ands f�or att illustrera dynamiska modulens och d�ampningens frekvens- och ampli-

tudberoende.

3.3.1 Viskoelastisk materialmodell

E

ε
Eη

oo

σ

Figur 3.3: Mekanisk analogi som illustrerar en viskoelastisk materialmodell, den s�a

kallade Zener-modellen.

Den enklaste viskoelastiska solidmodellen som uppvisar ett rimligt fysikaliskt beteende

ges av en fj�ader parallellkopplad med ett Maxwellelement enligt �gur 3.3. Detta �ar den

s�a kallade 'Standard Linear Solid' modellen, �aven kallad Zenermodellen. Den best�ar

av tv�a fj�adrar, med elasticitetsmodulerna E och E1, och en visk�os d�ampare med

d�ampningsfaktorn �. Beteckningen E1 syftar p�a relaxationsmodulen d�a tiden t!1,

vilket motsvarar en frekvens som g�ar mot noll. Initiell elasticitetsmodul best�ams av

de tv�a fj�adrarna tillsammans, E0 = E1 + E. Modellen �ar anv�andbar f�or att beskriva

de frekvensberoende egenskaperna hos gummimaterial. Den ger ett kvalitativt riktigt

dynamiskt beteende avseende den dynamiska modulen och d�ampningen. Dynamiska

modulen �okar med frekvensen och d�ampningen har en topp d�ar dynamiska modulen

�okar som mest. Men modellen inkluderar inte amplitudberoende, eftersom den �ar linj�art

dynamisk. Den dynamiska modulen och d�ampningen �ar d�armed enbart beroende av

frekvensen.

Modellens frekvensberoende egenskaper visas i �gur 3.4, som visar hystereskurvor

vid harmonisk sinuslast vid tre olika frekvenser. Frekvensen �okar fr�an 1) som anger l�ag

frekvens till 3) som anger h�og frekvens. Mycket l�ag och mycket h�og frekvens resulterar

i en n�astan elastisk dynamisk modul. Dvs d�ampningen �ar n�astan noll, vilket ocks�a

illustreras i �guren genom de smala hystereskurvorna med n�astan sammanfallande p�a-
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Figur 3.4: Harmonisk excitation av en viskoelastisk modell och hystereskurvor f�or

�okande frekvens fr�an 1) till 3).

och avlastningskurvor. Gr�ansv�ardet f�or dynamiska modulen d�a frekvensen g�ar mot noll

ges av Edyn = E1. Gr�ansv�ardet vid h�og frekvens ges av Edyn = E0 = E1 +E.

Den dynamiska modulen �okar allts�a fr�an E1 till E0 med �okad frekvens. Maxi-
mal d�ampning intr�a�ar f�or frekvensen 2) d�ar den elliptiska hystereskurvan har maxi-

malt avst�and mellan p�alastnings- och avlastningskurvorna. Generellt g�aller att maximal

d�ampning uppn�as ungef�ar vid !tr � 1, vilket inneb�ar att

f �
1

2�tr
: (3.5)

Som n�amndes i kapitel 2.3 omvandlar viskoelastiska material mekanisk energi till

v�arme vid cyklisk belastning. Den av hystereskurvan inneslutna ytan enligt �gur 2.3

representerar energin som omvandlas till v�arme. Energin som omvandlas under en cykel

�ar

Uc = ��0�0sin �

d�ar det framg�ar att den omvandlade energin (d�ampningen) �okar med fasvinkeln � upp

till � = �=2.

3.3.2 Elastoplastisk materialmodell

oo

σ

ε
EY

E

Figur 3.5: Mekanisk analogi som illustrerar en enkel elastoplastisk materialmodell som

ger en amplitudberoende dynamisk modul.

F�orutom den visk�osa typen av d�ampning som beskrevs i f�oreg�aende avsnitt, f�orekommer

ocks�a en t�ojningshastighetsoberoende d�ampning i gummimaterial med fyllnadsmaterial.

En enkel modell som uppvisar d�ampning som �ar oberoende av t�ojningshastigheten f�as

genom att den visk�osa d�amparen i Zener-modellen ovan byts mot ett friktionselement

enligt �gur 3.5. Sp�anningen i elementet �ar begr�ansad till �f = �Y vid glidning mellan

ytorna i elementet, som illustreras symboliskt i �guren. Sp�anningen begr�ansas allts�a

till det givna v�ardet oavsett hastigheten, med vilken ytorna glider mot varandra.
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Modellen i �guren, med tv�a linj�ara fj�adrar med elasticitetsmodulerna E och E1, �ar

en mekanisk analogi f�or ett elastoplastiskt material. Sp�anningen i modellen �ar oberoende

av t�ojningshastigheten.

dyn

ε(t)

t ε

ε

ε 2

1

1

σ

o

o

o

o

1
1
dynE

2
E

Figur 3.6: Periodisk excitation av en elastoplastisk modell och hystereskurvor f�or �okande

amplitud.

D�a modellen uts�atts f�or cyklisk belastning, som g�or att gr�anssp�anningen i friktion-

selementet uppn�as, ger friktionselementet en skillnad i p�a- och avlastningskurvorna och

hystereskurvan f�ar formen av en parallellogram enligt �gur 3.6. Alla typer av periodiska

belastningar med en viss amplitud �0 ger samma respons i sp�annings-t�ojningsdiagrammet

oberoende av kurvform och belastningshastighet.

Friktionselementet ger en olinj�aritet, som syns i den parallellogramformade hys-

tereskurvan som ocks�a resulterar i ett amplitudberoende f�or den dynamiska modulen.

Det framg�ar tydligt i �gur 3.6 att dynamiska modulen minskar med �okande amplitud.

Man kan ocks�a notera att formen p�a hystereskurvorna med de spetsiga �andarna visar

likheter med de experimentella kurvorna i �gur 2.6.

3.3.3 Viskoplastisk materialmodell

D�ampningen i fyllda gummimaterial orsakas av tv�a olika mekanismer p�a material-

niv�a, som ger upphov till visk�os- respektive friktionsd�ampning. Omlagringar i poly-

mern�atverket vid periodisk last ger upphov till ett motst�and som �ar av visk�os karakt�ar.

Friktionsd�ampningen kan h�arledas till fyllmedelsstrukturen och den nedbrytning och

�aterformning som f�orekommer vid periodisk belastning. De sp�anningar som uppkom-

mer i ett gummimaterial med fyllnadsmaterial best�ar d�arf�or av en dominerande del

som �ar elastisk, men ocks�a av en del som �ar visk�os och en del som �ar av friktionstyp.

Genom parallellkoppling av de viskoelastiska och elastoplastiska modellerna ovan,

erh�alls en materialmodell som adderar sp�anningar av elastisk, visk�os och friktionstyp.

En enkel modell av denna viskoplastiska typ visas i �gur 3.7. Modellen simulerar fyllda

gummimaterials amplitud- och frekvensberoende p�a ett fysikaliskt korrekt s�att.

Fasvinkeln �ar direkt kopplad till d�ampningen och d�armed till hysteresen genom att

en stor fasvinkel motsvarar en stor skillnad mellan p�a- och avlastningskurvorna.

Modellens frekvensberoende vid en given amplitud och amplitudberoende f�or en

given frekvens st�ammer v�al �overens med de experimentella kurvorna i �gur 2.4 och

�gur 2.5. Dess hystereskurva �overensst�ammer v�al med den experimentella kurvan i

�gur 2.6. Eftersom den visk�osa och plastiska delen inte �ar seriekopplade �ar frekvens och

amplitud oberoende av varandra. Amplituden �ar kopplad till det plastiska beteendet
och oberoende av det visk�osa beteendet, f�or frekvensen g�aller motsvarande samband.
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Figur 3.7: Mekanisk analogi som illustrerar en enkel viskoplastisk materialmodell som

ger kombinerat frekvens- och amplitudberoende f�or dynamisk modul och d�ampning.

Detta st�ammer helt �overens med det verkliga beteendet f�or gummimaterial.

Den h�ar analyserade endimensionella modellen enligt �gur 3.7 kan generaliseras

genom att ett godtyckligt antal visk�osa- och friktionselement parallellkopplas. Modellen

kan d�a f�as att ge en b�attre kvantitativ �overenst�ammelse med experiment. I syfte att

modellera det olinj�ara elastiska beteendet, som ett verkligt gummimaterial uppvisar,

kan den ensamma fj�adern g�oras olinj�ar. Olinj�ar elasticitet beskrivs i avsnitt 3.1 samt

utf�orligare i bilaga A.
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Kapitel 4

Endimensionella gummielement

I detta kapitel diskuteras hur materialmodellerna f�or gummi som beskrivits i kapitel

3 kan modelleras i MATLAB och PATRAN. F�orst diskuteras den viktiga storheten

transmissibilitet vid station�ar cyklisk belastning, som �ar ett m�att p�a hur mycket av

motorvibrationerna som �overf�ors till bilens chassi.

4.1 Transmissibilitet vid station�ara sv�angningar

Viktiga egenskaper och begrepp som anv�ands vid dynamisk analys av gummikompo-

nenter kan h�arledas ur det enkla endimensionella systemet i �gur 4.1.

t

T

∆Τ

u
m

k c

u(t)PP(t)

t

T

Figur 4.1: Ett linj�art dynamiskt system utsatt f�or station�ar sinusformad belastning.

Responsen �ar en f�ordr�ojd sinusformad funktion med samma frekvens.

Vibrationsd�amparen best�ar h�ar av en enkel modell med en linj�ar fj�ader parallel-

lkopplad med en visk�os d�ampare, en s�a kallad Kelvinmodell. Den sitter mellan balk-

strukturen och en motor med massan m. Systemet beskrivs av en andra ordningens

di�erentialekvation

m �u(t) + c _u(t) + k u(t) = P (t) : (4.1)

Det tekniskt sett mest intressanta fallet �ar det med p�atvingande sinusformade vib-

rationer dvs station�ara sv�angningar d�ar systemet drivs av en harmonisk periodisk

kraft. Responsen i detta fall �ar en sinusformad f�orskjutning med samma vinkelfrekvens

som kraften, men med en f�ordr�ojning. F�or ett od�ampat system (c = 0) i fallet med

p�atvingade vibrationer med P = P0sin(!t) ger den station�ara l�osningen vibrationsam-
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plituden

u0 =
P0

k

1

1� ( !
!0
)2

(4.2)

d�ar ! �ar den drivande kraftens vinkelfrekvens och !0 �ar systemets egenfrekvens.

En viktig fr�aga vid vibrationsd�ampning �ar hur mycket av den drivande kraften som

�overf�ors genom d�amparen till balkstrukturen. Kvoten mellan den �overf�orda kraften och

den drivande kraften kallas transmissibilitet som f�or det od�ampade systemet ges av

T = j
ku0

P0
j = j

1

1� ( !
!0
)2
j (4.3)

dvs fj�aderkraftens amplitud dividerat med den drivande kraftens amplitud. Uttrycket

(4.3) visas gra�skt i �gur 4.2. H�ar framg�ar det att om den drivande kraftens frekvens

! ! !0 s�a g�aller att T !1 f�or ett od�ampat system.

οω/ω
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Figur 4.2: Transmissibilitet mot normaliserad vinkelfrekvens f�or ett od�ampat system.

F�or m�attligt d�ampade system g�aller ekvation (4.3) approximativt om den drivande

kraftens frekvens �ar st�orre �an resonansfrekvensen, vilket ocks�a kr�avs f�or en reduk-

tion av den �overf�orda kraften. Enligt diagrammet m�aste drivfrekvensen vara h�ogre �an

resonansfrekvensen f�or att vibrationsd�ampningen skall fungera. Vidare g�aller att trans-

missibiliteten alltid �ar �andlig f�or ett d�ampat system.

4.2 Modellering i MATLAB

Arbetet p�ab�orjas med utg�angspunkt fr�an MATLAB-programmet [2], som modeller-

ar gummimaterial med en viskoplastisk femparametermodell. Denna funktion har en

t�ojningshistoria som indata och ger en sp�anningshistoria som utdata. Gummimateri-

alet modelleras som en linj�ar fj�ader parallellkopplad med ett godtyckligt antal viskoe-

lastiska och elastoplastiska element. S�adana element har beskrivits i kapitel 3.3. Det

f�orsta utkastet �ar en enkel multi-viskoplastisk modell, dvs en linj�ar fj�ader parallel-

lkopplad med ett godtyckligt antal viskoelastiska och elastoplastiska element. Ovanp�a

modellen �nns en punktmassa och i botten �ar den fast insp�and. Indata �ar en krafthis-

toria som verkar p�a massan och utdata �ar en reaktionskrafthistoria i botten p�a fj�adern

samt en f�orskjutningshistoria f�or massan. Programmet har f�oljande struktur: Ber�akna

f�orskjutningen i det f�orsta tidssteget p�a grund av den p�alagda kraften. D�arefter ber�aknas

i varje tidssteg
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� Ny t�ojning samt t�ojningsinkrementet.

� Elastisk sp�anning i den ensamma linj�ara fj�adern.

� Viskoelastisk sp�anning i den visk�osa delen.

� Tag reda p�a i vilka elastoplastiska element som 
ytsp�anningen kommer att uppn�as.

Best�am sp�anningen i den elastoplastiska delen.

� Reaktionskraften erh�alls ur R(t) = �(�e + �v + �p)Ad

� F�orskjutningen i n�asta tidssteg.

MATLAB-analysen syftar endast till att genomf�ora modelleringen, inte att f�a fram

speci�ka resultat f�or den aktuella gummid�amparen. F�or att kunna veri�era program-

met genom en j�amf�orelse med ett genomf�ort skjuvprov (avsnitt 4.3) anv�ands f�oljande

numeriska v�arden, som g�aller f�or ett gummi med h�ardheten IRHD=50:8>>>>><
>>>>>:

E1 = 2:7MPa

Ev = 3:4MPa

tr = 0:013s

Ep = 1:6MPa

Y = 0:018MPa

E1, Ev och Ep �ar elasticitetsmoduler, tr st�ar f�or relaxationstiden och Y �ar 
y-

tsp�anningen f�or friktionselementet. F�or viskositetskoe�cienten g�aller att � = trEv.

D�arefter inf�ors en fj�ader som �ar olinj�art elastisk enligt Yeoh. Olinj�ar elasticitet diskuteras

i bilaga A. Programmen som inkluderar denna fungerar f�or tryck-/dragbelastning re-

spektive f�or enkel skjuvning. B�ada har ett godtyckligt antal viskoelastiska och elasto-

plastiska element och fungerar �aven i �ovrigt p�a samma s�att som det f�orsta programmet.

Programhuvuden f�or dessa tre MATLAB-funktioner �ater�nns i bilaga B.1.

4.3 Veri�ering av MATLAB-program

F�orst kontrolleras att funktionen med linj�ar ensam fj�ader ger korrekt egenfrekvens f�or

vibrationsd�amparen. F�or att ta fram komponentens egenskaper vid tryck-/dragbelastning

anv�ands ett enkelt samband mellan komponentniv�a (styvhet) och materialniv�a (elas-

ticitetsmodul),

k =
E1Ad

Ld

(4.4)

d�ar Ad �ar d�amparens area och Ld �ar dess l�angd. I fallet med skjuvning g�aller
motsvarande samband med den skillnaden att elacticitetsmodulen byts mot skjuvmod-

ulen. Dessa formler g�aller f�or en st�anggeometri, men fungerar som en bra approximation

f�or den puckliknande gummid�amparen. Korrekta formler �nns angivna i [3]. I veri�erin-

gen f�orus�atts vibrationsd�amparen ha samma utformning som provkroppen, �atergiven i

�gur 2.7, det vill s�aga tv�a gummibitar med l�angden Ld=6 mm, diametern D=25 mm

och vardera arean Ad=490 mm2.
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Sambandet mellan d�ampningskoe�cient och d�ampningsfaktor kan h�arledas ur f�or-

h�allandet mellan styvhet och elasticitetsmodul, ekvation (4.4). Denna ger n�amligen att

k = konstant �E: (4.5)

D�ar faktorn konstant endast beror av den geometriska utformningen av d�amparen.

I det aktuella fallet �ar konstant=Ad=Ld. Den konstitutiva lagen ger att

� = E�:

Sambandet mellan kraft och f�orskjutning ges av

F = ku:

Dessa b�ada ekvationer ins�atts i (4.5), vilket ger

F

u
= konstant �

�

�
: (4.6)

Vidare g�aller att sp�anningen i en visk�os d�ampare ges av

� = � _�:

Kraften ber�aknas p�a samma s�att enligt

F = c _u:

Om dessa ins�atts i (4.6) erh�alls

c = konstant � �

vilket �ar det s�okta sambandet mellan d�ampningskoe�cienten c och d�ampningsfaktorn

�. Eftersom det i detta fall g�aller att konstant=Ad=Ld, blir f�orh�allandet mellan c och �

c =
�Ad

Ld

:

Vidare g�aller att den l�agsta egenfrekvensen f�or det sv�angande systemet (d�ampare

med p�alagd massa) approximativt kan ber�aknas ur

fe =
1

2�

s
k

m
: (4.7)

Med en massa p�a 20 kg placerad ovanp�a d�amparen blir den approximativa egen-

frekvensen enligt ekvation (4.7) fe=13.8 Hz, vilket ligger n�ara modellens egenfrekvens,

som med hj�alp av programk�orningar vid olika frekvenser kan uppskatts till ungef�ar 16.5

Hz.

Den endimensionella d�amparmodellens egenskaper j�amf�ors med ett skjuvprov, som

har utf�orts p�a en komponent utformad enligt �gur 2.7. En utf�orligare beskrivning

av provet �aterges i [1] sid 121-123. Vid skjuvbelastning anv�ands skjuvmodulen G

ist�allet f�or elasticitetsmodulen E, f�or gummi ges f�orh�allandet mellan dessa av ekva-

tion (2.1). Vid provet anv�ands f�orskjutningsstyrning, vilket inneb�ar att lasten l�aggs p�a

som en t�ojningshistoria. Eftersom MATLAB-programmet �ar kraftstyrt ges indata av en

krafthistoria. En statisk f�orlast p�a 200 N l�aggs p�a. Denna �ar �overlagrad med dynamiska
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laster som har amplituder p�a 30, 60 resp 120 N. Samma frekvens, 5 Hz, anv�ands i de

olika lastfallen, och den dynamiska lasten ligger p�a under 3 sekunder, lika l�ang tid som

i experimentet. De angivna indata ger ungef�ar samma t�ojningshistoria som anv�ands i

experimentet. Genom att plotta den resulterande skjuvsp�anningen � som funktion av

skjuvt�ojningen �, erh�alls tre hystereskurvor, som �aterges i �gur 4.3 tillsammans med

motsvarande experimentella kurvor.
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Figur 4.3: Hystereskurvor f�or skjuvsp�anning-skjuvt�ojning vid olika amplituder, till

v�anster framr�aknade och till h�oger experimentella.

Det teoretiska experimentet ger enligt �gur 4.3 (v�anster) en n�agot kantigare form p�a

hystereskurvorna som den som erh�alls vid skjuvprovet (�gur 4.3 (h�oger)). MATLAB-

modellen har allts�a ett tydligare elastoplastiskt beteende �an den verkliga komponenten.

En annan avvikelse �ar att de fr�an MATLAB erh�allna kurvorna har en n�agot kraftigare

�oversl�ang under hystereskurvornas f�orsta cykel. D�aremot �overensst�ammer sp�annings-

och t�ojningsintervallen ganska v�al. Den l�agsta kraftamplituden ger enligt modellen

n�astan ingen d�ampning, de tv�a �ovriga ger ungef�ar samma inneslutna area som den

verkliga provkroppen. Vidare �overensst�ammer den dynamiska skjuvmodulen ganska

v�al, och den minskar med �okande kraftamplitud.

4.4 Modellering till analys i NASTRAN

I PATRAN-modelleringen till k�orningen i NASTRAN anv�ands samma komponent-

parametrar som i MATLAB, f�orutom att komponenten utg�ors av en enda gummib-

it med arean Ad = 490 mm2. Till att b�orja med provas en viskoelastisk modell, i

denna anv�ands NASTRAN-funktionerna CELAS och PELAS till att modellera enkla,

linj�ara fj�adrar. Funktionerna CDAMP och PDAMP anv�ands f�or att erh�alla visk�osa

d�ampare. En s�adan seriekopplas med en fj�ader, vilket ger ett viskoelastiskt element.

Det viskoelastiska elementet parallellkopplas med en fj�ader, vilket ger en viskoelastisk

Zenermodell, som �nns beskriven i �gur 3.3. Denna modell g�ors fast insp�and i botten

och en punktmassa l�aggs p�a i toppen. Sedan l�aggs en sinusformad dynamisk kraft p�a vid

olika frekvenser och amplituder. Vid l�aga frekvenser g�aller att den visk�osa d�ampningen

ligger n�ara noll. Frekvensen som ger maximal d�ampning best�ams av ekvation (3.5), om

frekvensen �overstiger detta v�arde avtar den visk�osa d�ampningen. Detta beteende �nns

�atergivet i �gur 3.4.
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N�asta steg �ar att prova en elastoplastisk modell. Tv�a metoder har utprovats. Den

f�orsta �ar att anv�anda funktionerna CBUSH1D och PBUSH1D, men att modi�era dessa

s�a att d�amparen blir ett friktionselement. Detta �astadkoms genom att anv�anda pa-

rametern SHOCKA i PBUSH1D. Funktionen SHOCKA de�nierar kraften i ett olinj�art

Kelvinelement med en ekvation som ser ut p�a f�oljande s�att:

F (u; v) = Cv � S(u) � sign(v) � jvj
EXPV

d�ar F �ar kraften, u och v �ar f�orskjutning respektive hastighet. D�ampningen Cv,

skalfaktorn S och hastighetsexponenten EXPV de�nieras f�or att f�a det �onskade friktion-

selementet. SHOCKA-elementet seriekopplas med en fj�ader och parallellkopplas med en

annan, detta ger ett elastoplastiskt element enligt �gur 3.5. Tyv�arr har inte SHOCKA-

modelleringen gett �onskat resultat. NASTRAN-k�orningen konvergerar aldrig, utan avbryts

utan att n�agon felk�alla anges. Den andra metoden �ar att modellera ett endimensionellt

st�angelement (rod) som elastiskt-idealplastiskt och parallellkoppla detta med en enkel

linj�ar fj�ader f�or att erh�alla ett elastoplastiskt element. I �gur 4.4 har hystereskurvan

f�or en elastoplastisk modell med st�angelement plottats.
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Figur 4.4: Hystereskurva f�or en endimensionell gummid�ampare med elastoplastisk ma-

terialmodell.

En j�amf�orelse med �gur 3.6 ger att modellen uppvisar den typiska parallellogramfor-

made hystereskurvan som har avsetts. De viskoelastiska och elastoplastiska elementen

parallellkopplas i sin tur, vilket ger en viskoplastisk femparametermodell. Femparame-

termodellens hystereskurvor redovisas i �gur 4.5 och dessa uppvisar liknande beteende

som hystereskurvorna i �gur 4.3 som g�aller f�or samma modell modellerad i MATLAB.

Slutligen modi�eras den ensamma fj�adern till att uppvisa ett olinj�art elastiskt be-

teende. Detta g�ors med hj�alp av de olinj�ara elastiska materialmodeller som �nns beskriv-

na i kapitel 3 samt bilaga A. I NASTRAN anv�ands parametern SPRING i PBUSH1D f�or

att ge fj�adern ett olinj�art kraft-f�orskjutningssamband. Olinj�ara samband mellan kraft

och f�orskjutning enligt Yeohs materialmodell �ater�nns i kapitel 3.2 med tillh�orande

Yeoh-parametrar. Hystereskurvan f�or tryck-/dragbelastning �ater�nns i �gur 4.6, det

olinj�art elastiskta beteendet syns tydligt redan vid relativt sm�a t�ojningar.

Det �ar viktigt att notera att ett gummimaterial uppf�or sig linj�art n�ar det uts�atts

f�or skjuvbelastning, �atminstone upp till en skjuvt�ojning p�a cirka 100%, j�amf�or �gur

2.1. F�oljdaktligen kr�avs det relativt stora sp�anningar och t�ojningar f�or att�ask�adligg�ora

ett olinj�art elastiskt beteende vid skjuvning. I �gur 4.7 �aterges hystereskurvan vid

skjuvbelastning.
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Figur 4.5: Hystereskurva f�or en endimensionell gummid�ampare med viskoplastisk ma-

terialmodell.
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Figur 4.6: Hystereskurva f�or en endimensionell d�ampare med viskoplastisk materialmod-

ell inkluderande olinj�ar fj�ader utsatt f�or tryck-/dragbelastning.
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Figur 4.7: Hystereskurva f�or en endimensionell d�ampare med viskoplastisk materialmod-

ell inkluderande olinj�ar fj�ader utsatt f�or skjuvbelastning.

Materialparametrarna vid skjuvning har �andrats till skjuvmoduler ist�allet f�or E-

moduler. Dessutom har 
ytsp�anningen Y �okats med en faktor 100 f�or att reducera det

elastoplastiska upptr�adandet och d�armed tydligare �ask�adligg�ora kurvans kr�okning.
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4.5 Gummid�amparens komponentparametrar

H�ar kommer elastiska styvhetsuttryck f�or tryck/drag samt skjuvning av en gummibuss-

ning att presenteras.
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Figur 4.8: Visualisering av gummid�amparens styvhet i axiell och radiell led.

F�or en ih�alig cylindrisk gummibussning, avbildad i �gur 4.8, g�aller f�oljande uttryck

f�or axiell respektive radiell styvhet (ka respektive kr), h�amtade ur [3]. F�or gummihylsans

tjocklek H g�aller att H = R� r.

ka =
2�GL

ln(R=r)
(4.8)

kr � �LG (4.9)

D�ar G �ar den statiska skjuvmodulen, som kan best�ammas direkt ur gummimateri-

alets uppm�atta h�ardhet, se �gur 4.9. Det f�oruts�atts att L > 2R och � �ar det minsta av

δ
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Figur 4.9: Sambandet mellan skjuvmodulen G och h�ardheten enligt Lindley.

f�oljande uttryck

� = �l eller � = �s + (�l � �s)
0:08L

R� r
:

Variablerna �s och �l ges av

�s =
80�(R2 + r2)

25(R2 + r2)ln(R=r)� 9(R2 � r2)
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�l =
4�(R2 + r2)

(R2 + r2)ln(R=r)� (R2 � r2)
:

Den axiella respektive radiella d�ampningskoe�cienten kan ber�aknas med formler

som motsvarar styvhetsuttrycken (4.8)-(4.9). Med samma argumentation som i kapitel

4.3 g�aller f�oljande formler f�or ber�akning av d�ampningskoe�cienten c ur viskositetsko-

e�cienten �.

ca =
2��L

ln(R=r)
(4.10)

cr � �L� (4.11)

Vidare beh�ovs den kraft, Fy, f�or vilken friktionselementet b�orjar glida. F�orh�allandet

mellan denna 
ytkraft och friktionselementets 
ytsp�anning kan h�arledas p�a samma s�att

som styvheterna framr�aknades i kapitel 4.3. Ur ekvation (4.6) inses, med � = ur/H, i

tryck-/dragfallet, och � = uz/H i skjuvfallet att

F

u
= konstant � Y

H

u

vilket ger att

F

H
= konstant � Y: (4.12)

Faktorn konstant g�aller i detta fall f�or en ih�alig cylindrisk gummid�ampare. Allts�a

kan 
ytkrafterna i axiella respektive radiella fallet erh�allas som

F a
y

H
=

2�Y L

ln(R=r)
(4.13)

F r
y

H
� �LY (4.14)

Detta visar att styvheten k, d�ampningskoe�cienten c och 
ytkraften Fy f�or en

gummikomponent beror av skjuvmodulen G, viskositetskoe�cienten � respektive 
yt-

sp�anningen Y, samt en faktor som i sin tur beror av komponentens geometriska utformn-

ing. H�ar b�or understrykas att G, � och Y inte beror av den geometriska utformningen,

varje gummikomponenet beh�over allts�a inte utprovas separat.

I det dynamiska fallet anv�ands samma ekvationer som i det statiska f�or att best�amma

styvheterna, med den skillanden att den dynamiska skjuvmodulen Gdyn beror av b�ade

frekvens och amplitud f�or den p�alagda lasten. F�or ett speci�kt gummimaterial kan

den dynamiska skjuvmodulen best�ammas med ett Double shear-skjuvtest som �nns

beskrivet i 2.4.

Med hj�alp av ekvationerna (4.8)-(4.9), (4.10)-(4.11) och (4.13)-(4.14) kan man g�ora

den �onskade �overg�angen fr�an material- till komponentniv�a f�or samtliga parametrar till

femparametermodellen. F�oruts�attningen �ar att materialparametrarna f�orst har best�amts

med hj�alp av experiment.
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4.6 Best�amning av initiella styvheter

F�or att visa att ekvationerna 4.8 och 4.9 fungerar ber�aknas de statiska styvheterna

f�or en gummikomponent med samma h�ardhet och geometrisk utformning som vibra-

tionsd�amparen i det verkliga fallet. Resultaten j�amf�or sedan med ett kvasi-statiskt test

som utf�orts p�a samma komponent vid Saab i Trollh�attan. I radiell led �ar belastningen

av typen tryck/drag och i axiell led blir det skjuvning.

F�or gummibussningen g�aller att h�ardheten IRHD = 45, vilket enligt �gur 4.9 ger

att den statiska skjuvmodulen G = 0.55 MPa. Gummibussningen �ar insp�and mellan

ett r�or och en utanp�aliggande l�ankarm och dess utseende n�ar den �ar ihoptryckt visas i

�gur 4.10.
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Figur 4.10: Gummibussning vid ihoptryckt tillst�and.

4.6.1 Radiell led

I radiell led m�aste man ta h�ansyn till att bussningen �ar uppdelad i en yttre och en inre

cylinder, vilka �aterges i �gur 4.11. I radiell led ger detta en seriekoppling av de b�ada

cylindrarnas styvheter.

X

Y

Z

X

Y

Z

X

Y

Z

X

Y

Z

Figur 4.11: Inner- och yttercylinder f�or en gummibussning.

F�or den yttre cylindern g�aller: L=50 mm R=18.3 mm r=13.75 mm.

V�ardena ins�atts i ekvation (4.9), vilket ger den yttre cylinderns radiella styvhet

kr1 = 45800 N/mm
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F�or den inre cylindern g�aller: L=50 mm R=13.75 mm r=9.5 mm.

Med insatta v�arden blir den inre cylinderns radiella styvhet kr2 = 21600 N/mm.

Seriekoppling ger den totala styvheten kr som

kr =
kr1kr2

kr1 + kr2

Insatta v�arden ger den totala radiella styvheten kr = 14700 N/mm, detta kan

j�amf�oras med det uppm�atta v�ardet vid ett kvasi-statiskt test som �ar 11100 N/mm.

Avvikelsen kan vara i h�ogsta laget f�or en noggrann analys men �ar fullt acceptabel f�or

den h�ar till�ampningen.

4.6.2 Axiell led

I axiell led g�aller: L=50 mm R=18.3 mm r=9.5 mm.

I axiell led tas ingen h�ansyn till att bussningen �ar uppdelad i en yttre och en inre

cylinder, utan den betraktas som en enda cylinder. F�or att best�amma den initiella

styvheten i axiell led ins�atts v�ardena i ekvation 4.8, vilket ger ka = 262 N/mm. Detta

kan j�amf�oras med det uppm�atta v�ardet vid ett kvasi-statiskt test som �ar 258 N/mm.

Resultatet �ar allts�a korrekt i de tv�a f�orsta v�ardesi�rorna, vilket �ar den noggrannhetsniv�a

som f�oreligger.

4.7 Best�amning av materialparametrar till femparame-

termodell

I detta avsnitt best�ams parametrar till femparametermodellen, som �nns beskriven i

kapitel 3. Vid Saab i Trollh�attan har experiment utf�orts p�a gummikomponenten. I syfte

att anpassa femparametermodellen till experimentella data, anv�ands ett MATLAB-

program som plottar styvhet och fasvinkel som funktion av b�ade frekvens och amplitud.

Detta g�ors f�or att kunna j�amf�ora de experimentella kurvorna med femparameterkur-

vorna, som �ar �atergivna p�a komponentniv�a. Ungef�arliga v�arden p�a relaxationstiden tr
och 
ytsp�anningen Y best�ams genom att plotta fasvinkel som funktion av frekvens re-

spektive amplitud och avl�asa maximum. Parametrarna G1, Gv och Gp erh�alls genom

att gissa v�arden och j�amf�ora kurvorna tills ett acceptabelt resultat har uppn�atts.I axiell

led har ett skjuvprov utf�orts och i radiell led ett tryck-/dragprov.

4.7.1 Radiell led

I det radiella fallet sitter gummikomponenten inf�ast mellan tv�a metallcylindrar och den

inre cylindern belastas i radiell led, varvid komponenten uts�atts f�or tryck-/dragbelastning.
En f�orskjutning med en amplitud p�a 0.1 mm l�aggs p�a vid ett frekvensintervall p�a 0-

300 Hz. Styvheten och fasvinkeln m�ats som funktion av frekvensen. D�arefter l�aggs en

f�orskjutning med frekvensen 1 Hz p�a och amplituden varieras mellan 0.05 och 1.4 mm.

H�ar m�ats styvhet och fasvinkel som funktion av amplituden.

I �gur 4.12 och 4.13 �aterges de anpassade frevens- respektive amplitudberoende

kurvorna i det radiella belastningsfallet.

Det �ar sv�art att ge femparametermodellen egenskaper som f�ar den att uppvisa

samma beteende som de experimentella kurvorna. I detta fall har valts att i f�orsta

hand l�ata styvheterna �overensst�amma och acceptera en n�agot avvikande fasvinkel. Det

�ar n�ojaktigt med ett resultat som �ar korrekt endast i den f�orsta v�ardesi�ran. F�or en
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Figur 4.12: J�amf�orelse mellan anpassade frekvensberoende parameterkurvor till fempa-

rametermodell (streckade) och experimentella resultat.
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Figur 4.13: J�amf�orelse mellan anpassade amplitudberoende parameterkurvor till fempa-

rametermodell (streckade) och experimentella resultat.

noggrannare studie b�or man ta med 
er �an fem parametrar i modellen, det vill s�aga
inf�ora 
era viskoelastiska och elastoplastiska element.

Kurvornas variabler ligger p�a komponentniv�a, varf�or man beh�over omvandla dessa

till materialniv�a med de ovan angivna formlerna, vilket ger:8>>>>><
>>>>>:

G1 = 0:5MPa

Gv = 1:2MPa

tr = 2 � 10�4s
Gp = 0:3MPa

Y = 3kPa

4.7.2 Axiell led

Vid det axiella experimentet belastas ocks�a h�ar den inre cylindern, men i detta fall

uts�atts gummikomponenten f�or skjuvning eftersom belastningen l�aggs p�a i axiell led.

En f�orskjutning med en amplitud p�a 0.1 mm l�aggs p�a vid ett frekvensintervall p�a 0-

200 Hz. Styvheten och fasvinkeln m�ats som funktion av frekvensen. D�arefter l�aggs en
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f�orskjutning med frekvensen 1 Hz p�a och amplituden varieras mellan 0.05 och 1.5 mm.

H�ar m�ats styvhet och fasvinkel som funktion av amplituden.

F�or att anpassa parametrarna g�ors p�a samma s�att som i det radiella fallet. Prob-

lemet h�ar �ar detsamma som i det radiella fallet: inga parameterval fungerar helt kor-

rekt f�or b�ade frekvens- och amplitudpassning, se �gur 4.14 och 4.15. Om den frekvens-

beroende fasvinkeln anpassas till den experimentella kommer den amplitudberoende att

vara mycket l�agre �an den experimentella �over hela intervallet. Liksom f�or det radiella

fallet kan det hj�alpa att ta med 
era element. Men den stora skillnaden kan �aven bero

p�a att gummikomponenten �ar inkl�amd och inte fastvulkad mellan cylindrarna. Detta

kan n�amligen leda till att den glappar n�ar den uts�atts f�or axiell belastning.
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Figur 4.14: J�amf�orelse mellan anpassade frekvensberoende parameterkurvor till fempa-

rametermodell (streckade) och experimentella resultat.
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Figur 4.15: J�amf�orelse mellan anpassade amplitudberoende parameterkurvor till fempa-

rametermodell (streckade) och experimentella resultat.

31



De anpassade parametrarna ges av

8>>>>><
>>>>>:

G1 = 0:8MPa

Gv = 1:5MPa

tr = 2 � 10�4s
Gp = 0:6MPa

Y = 3kPa

4.7.3 Slutliga parametrar

De tv�a olika analyserna ger f�oljande ungef�arliga medelv�arden p�a parametrarna till fem-

parametermodellen: 8>>>>><
>>>>>:

G1 = 0:65MPa

Gv = 1:35MPa

tr = 2 � 10�4s
Gp = 0:45MPa

Y = 3kPa

4.8 Best�amning av komponentegenskaper till NASTRAN

Vid skapandet av indata�len till NASTRAN beh�over femparametermodellens numeriska

v�arden anges p�a komponentniv�a, en annan form �an den i kapitel 4.7, d�ar v�ardena anges

p�a materialniv�a. Styvheterna anges f�or den ensamma fj�adern och fj�adern i det viskoe-

lastiska elementet. P�a samma s�att ber�aknas en d�ampningskoe�cient c f�or d�amparen.

Eftersom den elastoplastiska delen (fj�ader och friktionselement) modelleras med ett

st�angelement, beh�over fj�aderns styvhet, kp, omvandlas till elasticitetsmodul f�or en

elastisk-idealplastisk st�ang. Detta g�ors i fallet med radiell tryck-/dragbelastning med

ekvationen

Erod =
kpH

Am

(4.15)

d�ar H och Am �ar tjocklek respektive mantelarea f�or bussingen, som �ar samma som

st�angens l�angd respektive area.

I fallet med axiell skjuvning beh�over fj�aderns styvhet, kp omvandlas till skjuvmodul

med ekvationen

Grod =
kpH

At

(4.16)

d�ar At �ar tv�arsnittsarean f�or bussingen, som �ar densamma som st�angens area,

st�angens l�angd �ar �aven h�ar lika med H.

F�or att ta fram st�angens 
ytsp�anning beh�over ekvation (4.12) anv�andas, men nu �ar


ytkraften k�and och ur denna ska st�angens 
ytsp�anning, Yrod, ber�aknas, vilket ger

Fy

H
= konstant � Yrod:

D�armed kan st�angens 
ytsp�anning, Yrod, ber�aknas enligt

Yrod =
(Fy=H) �H

A
(4.17)

d�ar arean A �ar At i det axiella fallet respektive Am i det radiella fallet.
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De v�arden p�a komponentparametrarna som kommer att ber�aknas i detta avsnitt

kommer att anv�andas vid NASTRAN-analysen i kapitel 6.

Femparametermodellen �nns representerad p�a komponentniv�a i �gur 4.16.

o

Y

σ

o

εErodrod

k

c k v

Figur 4.16: Modellering av femparametermodellen p�a komponentniv�a i NASTRAN.

4.8.1 Radiell led

I radiell led best�ar gummibussningen av tv�a seriekopplade cylindrar (en yttre och

en inre), varf�or en femparametermodell kommer att skapas f�or var och en av dessa.

Fj�adrarnas styvheter, d�amparens d�ampningskoe�cient och 
ytkraften i friktionsele-

mentet ber�aknas med ekvationerna (4.9) , (4.11) och (4.14). Det elastiskt-idealplastiska

st�angelementets parametrar erh�alls med ekvation (4.15) och (4.17).

Den yttre cylinderns tjocklek �ar 4.6 mm, varf�or femparametermodellen modelleras

med element av denna l�angd. St�angelementets area �ar densamma som halva mantelare-

an p�a innersidan av cylindern, eftersom det �ar h�ar kraften tas upp, arean �ar 0.0022 m2.

Femparametermodellens v�arden f�or den yttre av de tv�a cylindrarna blir8>>>>><
>>>>>:

k1 = 48MN=m

kv = 99MN=m

c = 59:6kNs=m

Erod = 69:2MPa

Yrod = 462kPa

Den inre cylinderns tjocklek �ar 4.2 mm, halva mantelarean �ar 0.0015 m2. F�or den inre

cylindern ges de fem parametrarna av

8>>>>><
>>>>>:

k1 = 24MN=m

kv = 50MN=m

c = 30:1kNs=m

Erod = 46:8MPa

Yrod = 312kPa

4.8.2 Axiell led

I axiell led kan de tv�a cylindrarna betraktas som en homogen cylinder. H�arvid anv�ands

ekvation (4.8), (4.10) och (4.13) f�or att ber�akna de tv�a fj�adrarnas parametrar, medan

ekvationerna (4.16) och (4.17) ger st�angens egenskaper. Gummid�amparens snittarea �ar

770 mm2 och dess l�angd �ar 50 mm. Den elastisk-idealplastiska st�angen utformas d�arf�or
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med dessa egenskaper. De fem parametrarna ges av

8>>>>><
>>>>>:

k1 = 311kN=m

kv = 647kN=m

c = 388Ns=m

Erod = 14MPa

Yrod = 93kPa
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Kapitel 5

Tv�adimensionella

strukturmodeller

Som en till�ampning av den endimensionella diskussionen i kapitel 4, implementeras

en enkel d�amparmodell i en omgivande struktur utsatt f�or station�ara sv�angningar.

Vibrationsd�amparna placeras som kopplingselement mellan en bilmotor och dess omgi-

vande balkstruktur. I detta kapitel kommer parametrarna fr�an kapitel 4.2 att anv�andas.

Motorblocket med omgivande upph�angning modelleras tv�adimensionellt i en vy sedd

framifr�an bilen enligt �gur 5.1.

5.1 D�ampare i omgivande struktur

y

x

b

motorblock

dämpare

infästning

motorkonsoler

Ly
Lxa

Figur 5.1: En f�orenklad tv�adimensionell modell av en bilmotor upph�angd i balkar via

vibrationsd�ampare.

Motorblocket modelleras som en stelkropp med tre frihetsgrader i tyngdpunkten, det

har massan m och masstr�oghetsmomentet J. D�amparna modelleras som endimensionella

och frikopplade, verkande i tv�a frihetsgrader enligt �gur 5.2. Detta inneb�ar att motor-

blockets inf�astning med motorkonsolerna, via d�amparna, modelleras med tv�a frihets-

grader, en i horisontell och en i vertikal led. Chassit modelleras med balkelement som

har elasticitetsmodulen E, arean A samt yttr�oghetsmomentet I. Systemet p�averkas

av harmoniska krafter och moment som placeras i motorblockets tyngdpunkt. I det

f�oljande anger kolonnmatrisen u f�orskjutningar som g�aller f�or motorns tyngdpunkt
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(global f�orskjutning). Kolonnmatrisen v avser lokal f�orskjutning i noden mellan mo-

torblock och vibrationsd�ampare medan kolonnmatrisen F inneh�aller krafterna F1 - F4
enligt �gur 5.2.
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Figur 5.2: Fril�aggning av motorblocket.

5.1.1 Uppst�allning av r�orelseekvationer

Den p�alagda kraften ges av P = P0 sin �t. Fril�aggning av motorblocket ger f�oljande

r�orelseekvationer 8><
>:

Px � F1 � F3 = m�ux
Py � F2 � F4 = m�uy
M + bF1 + aF2 + bF3 � aF4 = J ��

R�orelseekvationen f�or motorn p�a matrisform lyder

M�u+BTF = P :

D�ar �u �ar accelerationen f�or motorns tyngdpunkt och F �ar den p�alagda kraften

ovanp�a d�amparen. M �ar tr�oghetsmatrisen f�or motorn, som ges av

M =

0
B@ m 0 0

0 m 0

0 0 J

1
CA

Masstr�oghetsmomentet f�or motorn, J, ber�aknas approximativt ur ekvationen

J = m
h2 + (2a)2

12

som �ar h�amtad ur [8]. Det g�aller att m �ar motorns massa och h �ar dess h�ojd. M�attet

a�aterges i �gur 5.1 och representerar ungef�ar halva bredden p�a motorn. I ber�akningarna

ans�atts motorn som en stelkropp med l�angden 0.6 meter, bredden 0.4 meter och h�ojden

0.4 meter. Detta ger ett masstr�oghetsmoment f�or motorn p�a 6.7 kgm2 om massan �ar

250 kg.

Matrisen B anger f�orh�allandet mellan lokala f�orskjutningar v och globala f�orskjut-

ningar u, vilket lyder v = Bu. B best�ams av motorstrukturens utformning enligt

B =

0
BBB@

1 0 �b
0 1 �a
1 0 �b
0 1 a

1
CCCA
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5.1.2 Modellering med Kelvinmodell

I detta avsnitt modelleras gummid�amparna som ett Kelvinmaterial, se �gur 5.3, det

vill s�aga en fj�ader parallellkopplad med en d�ampare.

c

k

σ

ε

Figur 5.3:Mekanisk analogi som illustrerar ett Kelvinmaterial, en enkel materialmodell.

Som en f�orsta approximation modelleras kopplingselementet som en linj�ar fj�ader i

den horisontella och vertikala frihetsgraden, vilket inneb�ar att d�ampningskoe�cienten

c=0 i Kelvinmodellen. H�ar g�aller F = Kv d�ar K �ar styvhetsmatrisen f�or de fyra

fj�aderfrihetsgraderna, som ges av

K =

0
BBB@

k1 0 0 0

0 k2 0 0

0 0 k3 0
0 0 0 k4

1
CCCA

Detta ger att

M�u+BTKBu = P: (5.1)

I denna MATLAB-analys begr�ansas studien till att endast omfatta station�ara sv�angningar.

Detta inneb�ar att man inte tar med sj�alva insv�angningsf�orloppet i analysen. En har-
monisk st�orningslast, P = P0 sin �t; ger upphov till en harmonisk f�orskjutning, u = u0 sin �t,

i med- eller motfas. Eftersom f�orskjutningen u �ar en sinusserie kan accelerationen �u

skrivas �u = ��2u, d�ar � �ar den drivande vinkelfrekvensen. Detta ger att

(BTKB� �2M)u0 = P0 :

Den resulterande f�orskjutningshistorian f�or motorn erh�alls som en amplitud, u0.

F�orskjutningshistorian i botten p�a fj�adern ges nu av v0 = Bu0. Ur denna ber�aknas en

amplitud f�or reaktionskraften i botten p�a fj�adern genom F0 = Kv0. Denna kraft l�aggs i

sin tur p�a balkstrukuren. CALFEM-funktioner anv�ands f�or att ber�akna reaktionskrafter

och f�orskjutningar f�or hela strukturen.

D�arefter modelleras kopplingselementet som en linj�ar fj�ader parallellkopplad med

en d�ampare i varje frihetsgrad utom rotationsfrihetsgraden. J�amviktsekvationen �ar den-

samma, men kraften i kopplingselementet beror nu av b�ade f�orskjutning och hastighet

F = Kv +C_v. D�ampningsmatrisen C ges av

C =

0
BBB@

c1 0 0 0

0 c2 0 0

0 0 c3 0

0 0 0 c4

1
CCCA

D�amparelementet ger upphov till en fasf�orskjutning av reaktionskraft och f�orskjutning,

i f�orh�allande till den p�alagda kraften. Genom att ans�atta f�orskjutningen i motorns
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tyngdpunkt som u = us sin �t+uc cos �t och s�atta in detta uttryck i r�orelseekvationen

(ekvation 5.1) erh�alls ett ekvationssystem f�or amplituderna us och uc(
BTKBus �Cuc� �Mus�

2 = P0

BTKBuc +Cus� �Muc�
2 = 0

Ins�attning av den andra ekvationen i den f�orsta ger(
us = (BTKB+ �2C(BTKB� �2M)�1C� �2M)�1P0

uc = �(BTKB� �2M)�1�Cus

Dessa ekvationer ger den totala f�orskjutningsamplituden f�or motorns tyngdpunkt.

F�orskjutningarna i kopplingselementens frihetsgrader blir vs = Bus samt vc = Buc.

Genom derivering erh�alls en hastighetshistoria f�or frihetsgraderna. Nu kan reaktion-

skraften ber�aknas som en tidshistoria via F = Kv+C_v d�ar v = vs sin �t+ vc cos �t.

5.2 Implementering i MATLAB/CALFEM

Den endimensionella d�amparen placeras i en omgivande modellstruktur. Den enkla

modellstrukturen best�ar av en motor och tv�a upph�angningsbalkar med kopplingsele-
ment emellan. Strukturen modelleras tv�adimensionellt i MATLAB/CALFEM. Flera

olika, mer eller mindre f�orenklade, l�osningsmetoder utf�ors f�or att veri�era program-

men. I kapitel 5.2.1 och 5.2.2 modelleras gummid�amparna som Kelvinmaterial f�or att

underl�atta ber�akningarna.

5.2.1 Stel balkstruktur

Den f�orsta metoden �ar en enkel station�ar analys. Eftersom balkstrukturen �ar utfor-

mad i st�al �ar den mycket styvare �an gummid�amparen. Analysen sker d�arf�or i tv�a steg.

F�orst analyseras motor och d�ampare som �ar fast insp�anda i botten, lasten l�aggs p�a

som en sinusformad krafthistoria i motorns tyngdpunkt, P = P0 sin �t . Sedan anv�ands

CALFEM-funktioner f�or att ber�akna reaktionskrafter och f�orskjutningar f�or sj�alva balk-

strukturen. Detta �ar en god approximation, som dessutom ger en enkel analys.

5.2.2 Global assemblering

Den andra metoden �ar, liksom den f�orsta, en station�ar analys. I denna metod assem-

bleras d�amparelementens styvhet och d�ampning in i globala styvhets-, och d�ampnings-

matriser som inneh�aller balkarnas styvhet och d�ampning. Assembleringen g�ors s�a att

balkarnas styvhet parallellkopplas med fj�adern i d�amparelementet. �Aven massmatrisen

modi�eras genom att motorns massa l�aggs in ovanp�a d�amparelementen. Innan fj�adrarna

l�aggs p�a har systemet 18 stycken frihetsgrader (tre i varje balknod enligt �gur 5.1).

Genom att fyra nya frihetsgrader assembleras f�ar systemet nu (18+4)=22 frihetsgrad-

er. Reaktionskrafter och f�orskjutningar f�or systemet ber�aknas med hj�alp av CALFEM-

fuktionen step2 genom att l�osa ekvationssystemet Mg�ug +Cg _ug +Kgug = Fg. Index

g i ekvationerna st�ar f�or globala egenskaper, vilka inkluderar alla frihetsgrader i balk-

strukturen.
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5.2.3 Tidsstegning med stel balkstruktur

I den tredje metoden anv�ands den endimensionella femparametermodellen som presen-

terades i kapitel 4.2 f�or att modellera gummid�amparna. Eftersom analysen stegas fram

i tiden modi�eras MATLAB-funktionen f�or att kunna anropas i varje tidssteg, med en

p�alagd f�orskjutning som last. Fril�aggning av motorn ger med Newtons 2:a lag

M�u = P�BTR:

D�ar P(t) �ar den i motorns tyngdpunkt p�alagda kraften, u(t) �ar f�orskjutningen i

frihetsgraderna ovanp�a d�amparen och R(t) �ar reaktionskraften i d�amparen. Reaktion-

skraften i varje frihetsgrad ges av

R(t) = �(�e + �v + �p)Ad

d�ar e, v och p st�ar f�or elastiskt, visk�ost och plastiskt sp�anningsbidrag och Ad �ar

d�amparens tv�arsnittsarea. Accelerationen �u approximeras med centrala di�erensme-

toden enligt

�ui =
(ui+1 � 2ui + ui�1)

�t2
:

Approximationen av �u ins�atts i r�orelseekvationen, vilket ger

ui+1 = 2ui � ui�1 +�t2M�1(Pi �BTRi):

Omman f�oruts�atter att u(0) och _u (0) �ar k�anda begynnelsev�arden kan u�1 ber�aknas

ur

_u(0) =
u1 � u�1

2�t
:

Detta ger n�amligen att u�1 = �2�t _u(0) + u1: Uttrycket ins�attes i ekvationen f�or

ui+1 med i=-1, vilket ger

u1 = u(0) + �t _u(0) +
�t2

2
M�1(P0 �BTR0):

Med alla begynnelsev�arden k�anda kan nu f�oljande storheter ber�aknas i varje tidssteg:

� Reaktionskraft under d�amparen R med MATLAB-funktionen.

� F�orskjutningen vid toppen av d�amparen, u, erh�alls ur den modi�erade j�amviktsekvationen.
� Accelerationen �u ber�aknas med centrala di�erensmetoden.

N�ar alla tidssteg har avverkats kan den erh�allna reaktionskraftshistorian l�aggas p�a

balkstrukturen, som analyseras p�a samma s�att som i metod 1.

5.2.4 Tidsstegning med assemblering

Den fj�arde metoden fungerar p�a samma s�att som den tredje, med f�or�andringen att

balkarnas styvhet approximeras som fj�adrar i x-led och y-led. Balkstyvheterna seriekop-

plas med fj�adrarna i femparametermodellen i d�amparfunktionen Transientserie, som

�nns �atergiven i bilaga B.2. Balkarnas fj�aderkonstanter ber�aknas med elementarfall

h�amtade ur [8], vilket ger f�oljande ekvationer.

F�orskjutning i x-led �x =
FxL

3
y

3EI
:
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Vinkel�andring � =
MLy

EI
d�ar M = FyLx:

F�orskjutning i y-led �y =
FyL

3
x

3EI
+ �Lx:

Dessa ekvationer ger tillsammans med F = k� styvheterna i x- respektive y-led som

kx =
3EI

L3y
ky =

3EI

L3x + L2xLy

:

Uttrycken seriekopplas i sin tur med d�amparen och den totala styvheten ktot erh�alls

enligt

ktot =
k1k2

k1 + k2
: (5.2)

P�a detta vis kan f�orskjutningar och reaktionskrafter f�or en p�alagd last ber�aknas i varje

tidssteg. N�ar alla tidssteg har avverkats kan den erh�allna reaktionskraftshistorian l�aggas

p�a balkstrukturen, som analyseras p�a samma s�att som i metod 1 och 3.

5.3 Veri�ering av balkstruktur i MATLAB/CALFEM

5.3.1 Stel balkstruktur

F�orst utprovas den enklaste MATLAB-funktionen, d�ar balkstrukturen betraktas som

stel i f�orh�allande till d�amparna. I syfte att utr�ona om Kelvinmodelleringen ger korrekt

resultat j�amf�ors funktionen med l�osningen till en endimensionell di�erentialekvation f�or

ett Kelvinmaterial, h�amtad ur [13].

u(t) =
Py

2k

1

(1� �2)2 + (2��)2
((1� �2)sin(!t)� 2��cos(!t))
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Figur 5.4: J�amf�orelse mellan framr�aknad och teoretisk f�orskjutning i noderna mellan

motor och d�ampare.

Kurvorna, som i det d�ampade fallet �aterges i �gur 5.4, uppvisar exakt samma ut-

seende f�or 
era olika belastningsfall s�av�al med som utan d�ampning. Detta tyder p�a att

programmet ger korrekt resultat f�or station�ara sv�angningar med enkla fj�ader-d�ampare

system.
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5.3.2 Global assemblering

Den tv�adimensionella balkstrukturen med en massa kopplad via tv�a d�amparelement ska

nu veri�eras. Efter att ha veri�erat det enklaste programmet f�or station�ara sv�angningar,

g�aller det att unders�oka om den andra metoden simulerar ett korrekt insv�angningsf�orlopp.

MATLAB-funktionen testas genom att l�agga p�a en initiell f�orskjutning p�a 10 mm i y-

led (upp�at) p�a d�amparnas �ovre noder (i frihetsgrad 20 och 22). D�ampningskoe�cienten

c s�atts till c=1000 Ns/m och reaktionskraften och f�orskjutningen i frihetsgrad 20 och

22 plottas som funktion av tiden.
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Figur 5.5: Utd�ampning av reaktionskraft och f�orskjutning vid p�alagd initiell f�orskjutning

p�a 1 cm.

Resultatet visas i �gur 5.5 och det kan konstateras att systemets reaktionskrafter

och f�orskjutningar d�ampas ut med tiden, vilket �ar ett f�orv�antat beteende.

5.3.3 Tidsstegning med fast insp�anning

I syfte att j�amf�ora den tredje modellens upptr�adande med teoretiskt f�orv�antade hys-

tereskurvor, plottas reaktionskraften som funktion av f�orskjutningen vid 
era olika

p�alagda kraftamplituder vid station�art tillst�and. F�or att veri�era att friktionselementet

fungerar, analyseras f�orst den elastoplastiska modellen. Dess hystereskurva�aterges i �g-

ur 5.6.

Hystereskurvorna plottas f�or tv�a olika amplituder p�a den p�alagda kraften och det

framg�ar tydligt att den dynamiska amplituden minskar med �okande kraftamplitud.

Figuren j�amf�ors med �gur 3.6, som har ungef�ar likadant utseende.

Figur 5.7 visar hystereskurvan f�or en viskoplastisk femparametermodell. Denna

�overensst�ammer v�al med den experimentella kurvan i �gur 2.6. Eftersom fj�adern i mod-

ellen �ar linj�ar saknar den det olinj�ara elastiska beteendet som g�or att den experimentella

kurvan kr�oker p�a p�a- och avlastningssidan.
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Figur 5.6: Hystereskurva f�or en elastoplastisk materialmodell f�or olika kraftamplituder.
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Figur 5.7: Hystereskurva f�or en viskoplastisk materialmodell f�or olika kraftamplituder.

5.3.4 Tidsstegning med assemblering

Hystereskurvan f�or en femparametermodell i seriekoppling med balkstrukturen plottas
i �gur 5.8.
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Figur 5.8: Hystereskurva f�or en viskoplastisk materialmodell seriekopplad med balkstruk-

turen.

42



De b�ada s�atten att anv�anda tidsstegning (metod 3 och 4) j�amf�ors och man kan

konstatera att hystereskurvorna uppvisar samma beteende. Det visar sig att lutningen

p�a kurvan �ar n�agot l�agre, samtidigt som deformationen �ar n�agot st�orre, i det fall d�ar

d�amparmodellen �ar seriekopplad med motorkonsolerna. Detta beror p�a att seriekop-

plingen ger en n�agot l�agre styvhet f�or hela strukturen.
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Kapitel 6

Tredimensionella

strukturmodeller

I syfte att analysera d�amparmodellerna i en verklighetsliknande simulering, imple-

menteras dessa i en modell av en motor med omgivande balkstruktur. Gummid�amparnas

axiella riktning �ar orienterad i motorns vertikala riktning. Motorstrukturen som mod-

elleras i PATRAN illustreras i �gur 6.1, d�ar den fyrkantiga klumpen i mitten f�orest�aller

motorn och ramen runt denna utg�ors av ih�aliga balkar. Denna balkstruktur �ar f�orenklad

j�amf�ort med hur den ser ut i verkligheten och den kommer att ges en ganska grov ele-

mentindelning. Detta kan g�oras eftersom avsikten i f�orsta hand �ar att modellera sj�alva

d�amparna korrekt, balkstrukturens uppbyggnad och motorns utseende kommer i andra

hand.

X

Y

Z

X

Y

Z

Figur 6.1: Visualisering av hur motorn �ar upph�angd i balkstrukturen via gum-

mid�amparna.

De fyra gummibussningarna i h�ornen �ar fast insp�anda i bilens chassi (ej avbildat i

�guren). Totalt �nns det�atta gummibussningar i strukturen och alla �ar insp�anda mellan

en inre och en yttre st�alcylinder. I kopplingarna mellan olika delar av strukturen g�aller
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att det �ar de inre st�alcylindrarna i bussningarna som �ar kopplade till motorn och chassit.

De yttre �ar kopplade till balkarna.

De endimensionella vibrationsd�amparna �ar femparametermodeller, vars parametrar

har framtagits i kapitel 4.8. Balkstrukturen modelleras med fyranodiga skalelement som

ges en tjocklek p�a 2.5 mm. Motorn, som visas i �gur 6.2, modelleras med solidelement

i den symmetriska analysen och med balkelement i den fullst�andiga analysen.

Figur 6.2: Verklig utformning av en bilmotor till Saab.

Vid NASTRAN-analysen i kapitel 4.4 anv�ands en dator av typen SGI Octane med

en R10000 processor. Den fullst�andiga analysen kan inte k�oras p�a denna dator d�a

den inneh�aller 
era gummid�ampare och l�osningsmetoden som anv�ands �ar tidsstegning,

vilken kr�aver mycket datorkraft. D�arf�or anv�ands en parallelldator av typ SGI Origin

2000 med 32 stycken R12000 processorer.

6.1 Analysens uppl�agg och syfte

NASTRAN-analysen syftar till att visa hur gummid�amparna fungerar vid belastning

fr�an motorn. Hystereskurvor uppritas f�or alla d�ampare i den analyserade strukturen vid

ett antal olika belastningsfall med varierande frekvens och amplitud. D�armed kan s�av�al

d�ampning som frekvens- och amplitudberoende studeras. Med en given f�orskjutnings-

amplitud k�ors ett antal olika frekvenser, sedan h�alls frekvensen konstant varvid ampli-

tuden varieras. Dessa b�ada intervall presenteras i �gur 6.3.
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Figur 6.3: Frekvens- och amplitudintervall till NASTRAN-analys.
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Sj�alva analysen kan indelas i f�oljande steg:

� Modellering av motor och balkstruktur i PATRAN.

� Modi�ering av indata�l till NASTRAN. Inl�aggning av femparametermodeller.

� Analys i NASTRAN.

� PATRAN anv�ands som postprocessor.

� Gra�sk presentation av resultat i MATLAB.

I �gur 6.4 visas arbetets uppl�agg vid NASTRAN-analysen.

Figur 6.4: Arbetsg�ang vid NASTRAN-analysen.

De olika typer av element som anv�ands vid NASTRAN-modelleringen �ater�nns i

tabell 6.1.
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Elementtyp dimension namn antal noder

skal 2 SHELL 4

fj�ader 1 ELAS 2

olinj�ar fj�ader 1 SPRING 2

d�ampare 1 DAMP 2

st�ang 1 ROD 2

Kelvin 1 SHOCKA 2

solid 3 SOLID 8+1

balk 1 BEAM 2

Tabell 6.1: Olika element som anv�ands vid modelleringen i PATRAN.

6.2 Symmetrisk modellering av balkstrukturen

I den f�orsta analysen l�aggs belastningen p�a endast i z-led, se �gur 6.5. Problemet blir

nu symmetriskt, varf�or endast en fj�ardedel av balkstrukturen beh�over modelleras.
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Figur 6.5: En fj�ardedel av balkstrukturen modellerad i NASTRAN.

Balken �ar insp�and via en gummid�ampare i h�ornet. Sj�alva balkstrukturen uppritas

i PATRAN medan utplaceringen av de endimensionella d�amparmodellerna sker genom
direkt inmatning i indata�len till NASTRAN. Motorn modelleras med solidelement,

som ges en massa som �ar en fj�ardedel av motorns totala massa. Solidelementen fastl�ases

i den riktning d�ar symmetri f�oreligger, noderna l�ases fast i y-led f�or balkelementet som

har en utstr�ackning i x-led och vice versa. Detta g�ors eftersom motorn inte kommer

att f�or
ytta sig i xy-planet vid den horisontella belastningen. Solidelement kan inte ta

upp ett b�ojmoment fr�an motorn, men detta �ar inte heller gummid�amparna avsedda

att g�ora. Solidelementen �ar i grunden �attanodiga, men f�or att koppla ihop dem med

de endimensionella gummid�amparna l�aggs en extra nod in p�a varje plats som �ar sam-

mankopplad med en d�ampare. I denna f�orenklade analys modelleras gummid�amparna

med endimensionella femparametermodeller endast i z-led. Denna f�orenklade modell

anv�ands f�or att testa om gummid�amparna upptr�ader korrekt n�ar de implementeras i

en omgivande struktur.
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6.3 Modellering av hela balkstrukturen

Motorn h�angs upp i en balkstruktur via fyra stycken gummikomponenter, som i verk-

ligheten �ar tredimensionella. I denna analys modelleras de med endimensionella vibra-

tionsd�ampare i varje koordinatled. I syfte att korta ned ber�akningstiden l�aggs ingen

last p�a i x-led, detta g�or ocks�a att det r�acker med utplacering av endimensionella

d�amparmodeller i y- och z-led. PATRAN-�len blir mer �oversk�adlig och f�orenklingen in-

neb�ar ingen inskr�ankning i modelleringen. Detta eftersom egenskaperna i x-led, liksom

i y-led, representerar radiella d�amparegenskaper. Balkstrukturen �ar i sin tur upph�angd

i fyra andra gummid�ampare av samma slag. Dessa �ar i sin tur fast insp�anda i bilens

chassi, som h�ar ans�atts till att endast ta upp, inte ge ifr�an sig, vibrationer. I �gur 6.6

�ask�adligg�ors den modellerade balkstrukturen.
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Figur 6.6: Hela balkstrukturen modellerad i PATRAN.

Tiden som �atg�ar f�or de olika analyserna varierar kraftigt beroende p�a hur korta

tidssteg som kr�avs och hur l�ang tid det tar f�or systemet att sv�anga in sig. I de analyser

som har k�orts har tids�atg�angen varierat fr�an cirka 5 minuter upp till ungef�ar tv�a tim-

mar. K�orningar vid h�og frekvens tar l�angst tid, d�a insv�angningen sker l�angsamt och de

snabbt sv�angande reaktionskrafterna och f�orskjutningarna kr�aver ett kort tidssteg.

6.3.1 Balkstrukturens translation

Kraften p�a motorn l�aggs p�a i y- och z-led samt som ett moment kring x-axeln. Balk-

strukturen i sin tur �ar sammankoppladmed ytterligare fyra stycken gummikomponenter

som �ar fast insp�anda. Dessa �ar modellerade p�a samma s�att som gummikomponenterna

mellan motor och balk. Det faktum att en nod �ar placerad i mitten av d�amparmodellen, i

seriekopplingen mellan fj�adern och d�amparen (viskoelastiska elementet) f�orsv�arar mod-

elleringen i PATRAN. Det visar sig att om ett element placeras i 90� med ett annat s�a

f�orskjuts noden i h�ornet mellan dem kraftigt vid belastning. I syfte att motverka detta

l�ases de tre noderna i varje d�amparelement, s�a att de alltid ligger p�a en r�at linje. F�or att

g�ora detta anv�ands NASTRAN-funktionen MPC (Multipoint Constraint) d�ar summan

av nodernas f�orskjutningar i en viss riktning s�atts till noll. Sj�alva motorn modelleras

med tv�anodiga balkelement, som str�acker sig tv�ars �over den omgivande strukturen och

har ett tv�arsnitt p�a 0:4� 0:4 m samt l�angden 0.6 m. Balkelementen ges en tillr�ackligt

h�og densitet s�a att de uppn�ar samma vikt som den verkliga motorn, vilken ans�atts
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till 250 kg. De balkelement som representerar motorn kopplas ihop med d�amparna via

massl�osa och o�andligt styva balkelement. Denna modellering framg�ar inte av �gur 6.6,

eftersom alla balkelement h�ar representeras av linjer.

Vid analysering av modellen belastas motorn f�orst med en statisk kraft i z-led (som

representerar tyngdkraften) p�a 2500 N samt en dynamisk last med amplituden 5000 N i

y-led och 1000 N z-led. Genom att studera �gur 6.7 kan man konstatera att d�amparna

upptr�ader p�a �onskat s�att, deras deformation g�or att balkstrukturen translateras i y-

och z-led.

X

Y

Z

X

Y

Z

Figur 6.7: Balkstrukturens translation samt t�ojningsbild vid belastning fr�an motorn

verkande i y- och z-led.

6.3.2 Frekvensanalys vid vertikal belastning

Ett antal olika k�orningar p�a hela balkstrukturen med modellerade d�ampare i y- och z-led

har utf�orts. Resultaten f�or analyser vid olika frekvenser�aterges i tabell 6.2. Den p�alagda

lasten best�ar av en statisk last p�a 2500 N som skall motsvara motorns tyngdkraft, samt

en sinusformad dynamisk last p�a 1000 N. B�ade den statiska och den dynamiska lasten

verkar endast i z-led. F�orskjutningarna �stat och �dyn st�ar f�or nedb�ojningen i motorns

tyngdpunkt p�a grund av den statiska respektive den dynamiska lasten. Rstat och Rdyn

st�ar f�or reaktionskraften i en av balkens inf�astningar, vilket betyder att den totala

kraften �ar fyra g�anger s�a stor.

Det relativt enkla systemet, med en endimensionell massl�os d�amparmodell och en

punktmassa, som anv�ands har en enda egenfrekvens. I praktiken har en gummid�ampare

en utspridd massa och d�armed o�andligt m�anga egenfrekvenser, detta �ar en begr�ansning

f�or modellen. Egenfrekvensen vid belastning i vertikal led ber�aknas med ekvation (4.7).

Balkarna v�ager cirka 15 kg som adderas till motorns massa, vilket ger den totala massan

265 kg. Den totala styvheten best�ams av parametern k1 i axiell led. Med h�ansyn taget

till att det �nns fyra parallellkopplade d�ampare mellan motor och balkar multipliceras

k1 med 4. Eftersom strukturen �aven har fyra gummid�amparemellan balk och inf�astning

�ar det totalt �atta d�ampare, fyra parallellkopplade som i sin tur �ar seriekopplade med

fyra andra, inb�ordes parallellkopplade. Seriekopplingen ger med ekvation (5.2) en total

styvhet p�a
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Frekvens [Hz] �stat [mm] �dyn [mm] Rstat [N] Rdyn [N]

1 4.3 1.25 625 255

5 4.3 2.3 625 410

7.5 4.3 18 625 2750

8 4.3 8.8 625 1350

11 4.3 1.6 625 310

15 4.3 0.65 625 160

20 4.3 0.27 625 70

30 4.3 0.11 625 30

40 4.3 0.050 625 18

50 4.3 0.035 625 14

70 4.3 0.018 625 12

Tabell 6.2: F�orskjutningsamplituder och reaktionskrafter i varje gummid�ampare vid olika

frekvenser f�or en p�alagd dynamisk last p�a 1000 N �overlagrad med en statisk p�a 2500 N.
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Figur 6.8: Transmissibilitet som funktion av frekvensen.

ktot =
4k1 � 4k1
4k1 + 4k1

= 2k1:

Detta ger med k1 = 311 kN/m att ktot = 622 kN/m och egenfrekvensen blir

d�armed med ekvation (4.7) fe=7.7 Hz. Denna egenfrekvens m�arks i �gur 6.8 d�ar trans-

missibiliteten, och d�armed �aven reaktionskraften, �okar upp till egenfrekvensen f�or att

sedan minska. Fenomenet�aterspeglas �aven i hystereskurvornas utseende i �gur 6.9-6.10.

Frekvenser �over 70 Hz har utel�amnats d�a de kr�aver en analys med ett litet tidssteg (ned

till 0.00001 s), vilket ger mycket stora utdata�ler. Vidare d�ampas laster med dessa

h�oga frekvenser ut ganska v�al, h�arvid fungerar allts�a d�ampningen till full bel�atenhet.

Omr�adet d�ar d�amparen uppvisar dessa �onskade egenskaper kan naturligtvis 
yttas till

ett annat frekvensintervall om d�amparen ges en annan styvhet. Detta kan g�oras genom

att v�alja en annan typ av gummi eller att �andra tillsatsen av fyllnadsmaterial.

Med de v�arden p�a d�ampningskoe�cienten c som ges av relaxationstiden tr i ex-

perimenten kommer den visk�osa d�ampningen enligt ekvation (3.5) att n�a sitt max-

imum vid frekvensen 800 Hz. I frekvensintervallet 0 - 200 Hz �ar allts�a den visk�osa

d�ampningen relativt l�ag. Detta �ar anledningen till att hystereskurvorna inte �ar ellips-

formade utan spetsiga. F�or att f�a maximal visk�os d�ampning vid en l�agre frekvens m�aste
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d�ampningskoe�cienten c �okas.

F�or att illustrera hur mycket energi som d�amparna absorberar vid olika frekvenser

har hystereskurvorna f�or olika frekvenser uppritats, dessa visas i �gur 6.9 - 6.10.
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Figur 6.9: Hystereskurvor f�or hela balkstrukturen vid en dynamisk last p�a 1000 N och

f�or frekvenser p�a 1 och 5 Hz (v�anster) respektive 7.5 och 8 Hz (h�oger).

H�ar framg�ar i den h�ogra �guren att egenfrekvensen ligger omkring 7.5 Hz.
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Figur 6.10: Hystereskurva f�or hela balkstrukturen vid en dynamisk last p�a 1000 N och

f�or frekvenser p�a 11, 15 och 20 Hz (v�anster) respektive 30 och 40 Hz (h�oger).
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Figur 6.11: Hystereskurva f�or hela balkstrukturen vid en dynamisk last p�a 1000 N och

f�or frekvenser p�a 50 och 70 Hz.
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H�ar framg�ar det, speciellt genom att j�amf�ora kurvorna f�or frekvenser mellan 50

och 70 Hz, d�ar den senare har en brantare lutning, att gummid�amparna har en h�ogre

dynamisk styvhet vid �okad frekvens.

6.3.3 Amplitudanalys vid vertikal belastning

Som tidigare har p�apekats �ar amplitudberoendet av speciell betydelse f�or gummimate-

rial. I tabell 6.3 �aterges f�orskjutningar och reaktionskrafter samt dynamiska styvheter

vid en frekvens p�a 20 Hz och olika amplituder p�a den p�alagda lasten. Den statiska

lasten �ar �aven h�ar 2500 N. F�orskjutningarna och reaktionskrafterna �ar ber�aknade p�a

samma s�att som i frekvensanalysen.

P�alagd kraft [N] �stat [mm] �dyn [mm] Rstat [N] Rdyn [N] kdyn [N/mm]

100 4.3 0.028 625 7.8 279

500 4.3 0.15 625 42 280

1000 4.3 0.27 625 75 278

2000 4.3 0.55 625 145 264

4000 4.3 1.1 625 250 227

6000 4.3 1.6 625 340 213

8000 4.3 2.1 625 425 202

10000 4.3 2.7 625 510 189

Tabell 6.3: F�orskjutningsamplituder och reaktionskrafter samt dynamisk styvhet f�or var-

je gummid�ampare vid olika belastningsamplituder f�or en frekvens p�a 20 Hz.

Den dynamiska styvheten har plottats som funktion av p�alagd kraftamplitud i �gur

6.12, h�ar syns att den dynamiska styvheten minskar med �okad amplitud, vilket �ar ett

korrekt beteende.

0 500 1000 1500 2000 2500
180

200

220

240

260

280

Amplitud (N)

D
yn

am
is

k 
st

yv
he

t (
N

/m
m

)

Figur 6.12: Dynamisk styvhet som funktion av amplituden f�or en gummid�ampare.

�Aven f�or varierande amplitud har hystereskurvor plottats, dessa �aterges i �gur 6.13

- 6.14.

Arean mellan p�a- och avlastningskurvorna i �gur 6.13 - 6.14 �okar f�or �okande am-

plitud, mer energi omvandlas allts�a till v�arme vid �okad belastning, vilket ocks�a detta

�ar ett f�orv�antat resultat. H�ar �ater�nns tyv�arr en begr�ansning i modelleringen, som

best�ar i att NASTRAN-k�orningen falerar vid f�or h�og belastning i det elastoplastiska

st�angelementet. Anledningen �ar sannolikt att 
ytsp�anningen �ar relativt l�ag j�amf�ort
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Figur 6.13: Hystereskurvor f�or hela balkstrukturen vid en frekvens p�a 20 Hz och en

dynamisk last p�a 100 och 500 N (v�anster) respektive 1000 och 2000 N (h�oger).
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Figur 6.14: Hystereskurvor f�or hela balkstrukturen vid en frekvens p�a 20 Hz och en

dynamisk last p�a 4000 och 6000 N (v�anster) respektive 8000 och 10000 N (h�oger).

med de andra parametrarna i femparametermodellen. Flera s�att att undvika detta har

utprovats utan att ge �onskat resultat, bland annat att anv�anda kortare tidssteg samt

att acceptera en maximal tolerans p�a felet (h�ogre �an 
ytsp�anningen �ar ej till�atet).

P�af�oljden �ar att f�orskjutningsamplituder �over 2.7 mm inte har kunnat modelleras. Det

b�or p�apekas att gummid�amparen inte t�al alltf�or h�oga belastningsamplituder. H�oga am-

plituder leder till kraftig v�armeutveckling, vilket ger en l�agre styvhet f�or d�amparen.

Dessutom kan sj�alva molekylstrukturen i gummit f�or�andras om dess temperatur blir

f�or h�og, vilket leder till f�ors�amrade egenskaper och snabbare f�orslitning.
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Kapitel 7

Slutsatser

M�alet med denna rapport �ar att p�a ett kvalitativt korrekt s�att modellera en vibra-

tionsd�ampare av gummi. Denna modell implementeras i en omgivande styvare struk-

tur, i detta fall en upph�angning till en bilmotor. F�or att modellera gummimaterialets

beteende anv�ands en s�a kallad femparametermodell som best�ar av en fj�ader, linj�ar eller

olinj�ar, ett viskoelastiskt och ett elastoplastiskt element. Det viskoelastiska elementet

best�ar av en fj�ader seriekopplad med en d�ampare och modellerar gummimaterialets

frekvensberoende egenskaper. F�or att modellera de amplitudberoende egenskaperna

anv�ands ett elastoplastiskt element som best�ar av en fj�ader i serie med ett friktion-

selement. F�or att �astadkomma detta i NASTRAN modelleras det amplitudberoende

elementet med ett st�angelement som plasticeras vid en given sp�anning. Eftersom den

visk�osa delen inte �ar seriekopplad med den plastiska �ar frekvens och amplitud oberoende

av varandra, s�av�al f�or modellen som f�or ett verkligt gummimaterial. Vid en sinusfor-

mad p�alagd last p�a femparametermodellen kan reaktionskraften plottas som funktion

av modellens deformation. D�a uppkommer ellipsformade hystereskurvor eftersom energi

absorberas p�a grund av d�ampningen. Hystereskurvan f�or modellen har ungef�ar samma

utseende som den f�or gummimaterialet, vilket visar att gummimaterialets beteende kan

modelleras bra med en femparametermodell. H�ar b�or po�angteras att det har visat sig

m�ojligt att modellera de olinj�ara dynamiska egenskaper som gummi uppvisar.

7.1 Parameterframtagning p�a olika niv�aer

I denna rapport anv�ands ih�aliga, cylindriska komponenter. En visuell j�amf�orelse mellan

material- och komponentniv�a f�or dessa kan studeras i �gur 7.1.

Materialniv�an (till v�anster i �guren) representeras av molekylstrukturen hos ett

gummimaterial, d�ar de m�orka partiklarna mellan polymerkedjorna f�orest�aller kimr�ok.

De endimensionella femparametermodeller som anv�ands �ar relativt enkla att handskas

med. En sv�arighet �ar att ta fram egenskaper f�or ett speci�kt gummimaterial, men

det beh�over bara g�oras en enda g�ang f�or varje typ av material. N�ar materialegen-

skaperna har best�amts genom experiment kan sedan varje t�ankbar komponent tilldelas

egenskaper (styvhet, d�ampningskoe�cient och 
ytkraft) beroende p�a dess geometriska

utformning. Olika storheter p�a material- och komponentniv�a presenteras i tabell 7.1
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Figur 7.1: Visualisering av material- respektive komponentniv�a f�or en speci�k gum-

mikomponent.

Materialstorhet enhet Komponentstorhet enhet

sp�anning, � [N=m2] kraft, F [N]

t�ojning, � [1] deformation, u [m]

elasticitetsmodul, E [N=m2] styvhet, k [N/m]

d�ampningsfaktor, � [Ns=m2] d�ampningskoe�cient, c [Ns/m]


ytsp�anning, Y [N=m2] 
ytkraft, Fy [N]

Tabell 7.1: Presentation av olika storheter p�a material- respektive komponentniv�a.

7.2 Resultat fr�an analys i NASTRAN

I den tredimensionella strukturen modelleras d�amparna med femparametermodeller i

axiell och radiell led. V�ardet p�a parametrarna ges fr�an experiment utf�orda vid Saab
i Trollh�attan. Det visar sig att problem uppst�ar vid belastning med h�oga amplituder,

d�a k�orningen avbryts utan att n�agon felk�alla anges. Troligen beror det p�a att 
y-

tsp�anningen i st�angelementet �ar relativt l�ag j�amf�ort med de andra parametrarna i

femparametermodellen.

De resultat som har n�atts visar att en p�alagd kraft fr�an motorn d�ampas ut kraftigt

vid frekvenser p�a �over cirka 20 Hz. Man kan ocks�a konstatera att vid frekvenser p�a 20

Hz och d�ar�over �ar den av hystereskurvan inneslutna arean liten, se �gur 7.2. Omkring

frekvensen 7.5 Hz n�ar reaktionskraften sitt maximum, detta �ar allts�a egenfrekvensen.

D�amparens styvhet uppvisar ett markant beroende av den p�alagda lastens amplitud,

varf�or det �ar viktigt att ta h�ansyn till detta n�ar d�amparen dimensioneras. Om den

verkliga p�alagda amplituden �ar l�agre �an den avsedda kan styvheten i d�amparen vara

f�or h�og och d�armed blir d�ampningen mindre �an den avsedda. P�af�oljden blir att hela

motorpaketet vibrerar. Vid belastning med f�or h�og amplitud kan v�armeutvecklingen bli

f�or stor i d�amparen, som d�armed f�orlorar sin styvhet och slits snabbare. Hystereskurvans

utseende f�or hela balkstrukturen med d�ampare �nns �atergiven i �gur 7.3. Denna visar

tydligt hur d�amparnas dynamiska styvhet avtar med �okad p�alagd kraftamplitud.
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Figur 7.2: Hystereskurvor f�or hela balkstrukturen vid en p�alagd amplitud p�a 1000 N och

frekvenser p�a 11, 15 och 20 (minst och smalast kurva) Hz.
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Figur 7.3: Hystereskurvor f�or hela balkstrukturen vid en frekvens p�a 20 Hz och dy-

namiska laster p�a 2000, 4000 och 6000 N.

7.3 Femparametermodellens m�ojligheter

I denna rapport har modeller av gummid�ampare lagts in i en enkel omgivande struktur.

Genom att anv�anda samma strategi kan femparametermodeller placeras i en FEM-

modell av ett komplett bilhassi, varvid en fullst�andig analys av vibrationers utbredning i

detta kan utf�oras. Metoden med tidsstegning, som anv�ands vid analysen, kr�aver dock en

avsev�ard datorkraft. H�ogfrekventa belastningar kr�aver ett litet tidssteg och ger d�arf�or

stora utdata�ler. Analyser med stora belastningar kan inte heller k�oras. Anledningen

kan vara att det numeriska felet �overstiger 
ytsp�anningen i de elastoplastiska elementen,

som �ar relativt l�ag.

57



58



Litteraturf�orteckning

[1] Austrell P.-E. , (1997), Modeling of Elasticity and Damping for Filled Elas-

tomers Thesis, Report TVSM{1009, Lund Institute of Technology, Division of

Structural Mechanics, Lund, Sweden, 1997.

[2] Austrell P.-E. , (1996), viscoplastle, MATLAB-program, Lund Institute of

Technology, Division of Structural Mechanics, Lund, Sweden, 1996.

[3] Austrell P.-E., Bellander M., Stenberg B. Carlsson U, Kari L. och

Persson S. , (1998), Survey of design methods and material characteristics in

rubber engineering, a NUTEK-VAMP report, TVSM{3036, Lund Institute of

Technology, Division of Structural Mechanics, Lund, Sweden, 1998.

[4] Austrell P.-E. och J�onsson M., (1999), Analys av n�agra axialsymmetriska

gummikomponenter, Rapport inom NUTEK-VAMP, TVSM{7129, Lund Institute

of Technology, Division of Structural Mechanics, Lund, Sweden, 1999.

[5] Clough R.W. och Penzien J., (1993), Dynamics of structures, McGraw-Hill
Co., Singapore, 1993.

[6] Maia N.M.M. och Silva J.M.M., (1997), Theoretical and experimental modal

analysis, Research Studies Press LTD, England, 1997.

[7] Miller M.P., (1996), Getting started with MSC/NASTRAN, MacNeal-

Schwendler Corporation, 1996.

[8] Odqvist F.K.G. m.fl., (1990), Formelsamling i h�allfasthetsl�ara, Kungliga

tekniska h�ogskolan, Stockholm, 1990.

[9] Ottosen N.S. och Peterson H., (1992), Introduction to the Finite Element

Method, Prentice Hall Europe, 1992.

[10] Ottosen N.S. och Ristinmaa M., (1996), The Mechanics of Constitutive Mod-

elling, Department of Solid Mechanics, University of Lund, 1996.

[11] P�art-Enander E., Isaksson P., Melin B. och Sj�oberg A., (1996),

Anv�andarhandledning f�or MATLAB 4.2, Uppsala universitet, 1996.

[12] Ristinmaa M. m.fl., (1996), CALFEM, A �nite element toolbox to MATLAB,

Version 3.2, Division of Structural Mechanics and Division of Solid Mechanics,

Lund, Sweden, 1996.

[13] Sandberg G., Austrell P.-E., Hansson P.-A. och Gustavsson M., (1999),

Additional notes in Structural dynamics, TVSM{7101, Lund Institute of Technol-

ogy, Division of Structural Mechanics, Lund, Sweden, 1999.

59



60



Bilaga A

Olinj�ar elasticitet

H�ar ges en h�arledning av sp�annings-t�ojningssamband f�or fallen enaxlig tryck-/dragbelastning

respektive enkel skjuvning.

Den generella, 
eraxliga, konstitutiva lagen f�or ett hyperelastiskt, isotropt och

inkompressibelt material kan uttryckas p�a formen

� = 2(
@W

@I1
+ I1

@W

@I2
)B� 2

@W

@I2
B2 + pI: (A.1)

H�ar g�aller att � �ar den nominella sp�anningsmatrisen, W �ar t�ojningsenergin och I1
och I2 �ar t�ojningsinvarianter. Deformationsmatrisen B = FFT, d�ar F �ar deforma-

tionsgradienten. Det hydrostatiska trycket ges av p = 1

3
(�11 + �22 + �33) och I �ar

identitetsmatrisen.

A.1 Enaxlig tryck-/dragbelastning

Vid tryck-/dragbelastning ges deformationsgradienten F av

F =

0
B@ �1 0 0

0 �2 0

0 0 �3

1
CA

detta inneb�ar att deformationsmatrisen ges av

B =

0
B@ �21 0 0

0 �22 0

0 0 �23

1
CA :

T�ojningsinvarianterna I1, I2 och I3 kan ber�aknas ur egenv�ardesproblemet

det(B� �2I) = 0:

Vilket ger att

(�2 � �21)(�
2 � �22)(�

2 � �23) = 0:

Detta skrivs om p�a formen

(�2)3 � I1(�
2)2 + I2�

2 � I3 = 0
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d�ar t�ojningsinvarianterna I1, I2 och I3 har v�ardena8><
>:

I1 = �2
1
+ �2

2
+ �2

3

I2 = �2
1
�2
2
+ �2

1
�2
3
+ �2

2
�2
3

I3 = �2
1
�2
2
�2
3
:

F�or att best�amma de tre stretcharna i huvudt�ojningsriktningarna �1; �2 och �3 beh�over

man inkompressibilitetsvillkoret, vilket lyder �1�2�3 = 1. En av stretcharna best�ams

av f�orskjutningen som den p�alagda tryck- eller draglasten ger upphov till, denna ges av

�3 = � = l=L: De tv�a �ovriga ska vara lika stora och ges enligt inkompressibilitetsvillko-

ret av �1 = �2 = 1=
p
�:

Ins�attning av dessa uttryck i uttrycken f�or t�ojningsinvarianterna ger8><
>:

I1 =
2

�
+ �2

I2 =
1

�2
+ 2�

I3 = 1:

(A.2)

I fallet med drag/tryck deriveras W med avseende p�a stretch,

P

A
=

dW

d�
: (A.3)

Den nominella sp�anningen, P/A, erh�alls genom att uttrycka t�ojningsenergin W som

funktion av t�ojningen �

W = W (�) = W (I1(�); I2(�)):

Kedjeregeln ger nu

dW

d�
=

@W

@I1

@I1

@�
+
@W

@I2

@I2

@�
: (A.4)

Ins�attning av uttrycken f�or invarianterna enligt ekvation (A.2) i (A.4) och med

utnyttjande av (A.3) ger uttrycket f�or nominell sp�anning

P

A
=

dW

d�
= 2(

@W

@I1
+

1

�

@W

@I2
)(��

1

�2
):

Med W enligt Yeohs modell blir sambandet mellan nominell sp�anning och stretch

vid tryck-/dragbelastning

P

A
= 2(C10 + 2C20(

2

�
+ �2 � 3) + 3C30(

2

�
+ �2 � 3)2)(��

1

�2
): (A.5)

A.2 Enkel skjuvning

Deformationen vid skjuvning beskrivs av skjuvt�ojningen �, f�or enkel skjuvning ges

deformationsgradienten F av

F =

0
B@ 1 0 �

0 1 0

0 0 1

1
CA

vilket inneb�ar att deformationsmatrisen ges av

B =

0
B@ 1 + �2 0 �

0 1 0

� 0 1

1
CA :
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P�a samma s�att som vid tryck/drag kan t�ojningsinvarianterna I1, I2 och I3 ber�aknas

ur ett egenv�ardesproblem

det(B� �2I) = 0:

Vilket ger att

(�2)3 � I1(�
2)2 + I2�

2 � I3 = 0

d�ar t�ojningsinvarianterna I1, I2 och I3 har v�ardena8><
>:

I1 = 3 + �2

I2 = 3 + �2

I3 = 1:

(A.6)

Vid skjuvning sker deriveringen av W med avseende p�a skjuvt�ojningen,

P

A
=

dW

d�
: (A.7)

Skjuvsp�anningen erh�alls genom att skriva t�ojningsenergifunktionen W som funktion

av skjuvt�ojningen �

W = W (�) =W (I1(�); I2(�)):

P�a samma s�att som f�or tryck/drag erh�alls med kedjeregeln

dW

d�
=

@W

@I1

@I1

@�
+
@W

@I2

@I2

@�
: (A.8)

Ins�attning av uttrycken f�or invarianterna enligt ekvation (A.6) i (A.8) och med

utnyttjande av (A.7) ger uttrycket f�or nominell skjuvsp�anning

P

A
=

dW

d�
= 2(

@W

@I1
+
@W

@I2
)�:

Med W enligt Yeoh, erh�alls det teoretiska sambandet mellan skjuvsp�anning och

skjuvt�ojning som

P

A
= 2(C10 + 2C20�

2 + 3C30�
4)�: (A.9)
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Bilaga B

MATLAB-program

B.1 Endimensionell modellering

H�ar �aterges programhuvuden till MATLAB-program f�or endimensionell modellering
av en gummid�ampare belastad med en krafthistoria. Modellen �ar viskoplastisk med ett
godtyckligt antal viskoelastiska och elastoplastiska element. Det f�orsta programmet har
en linj�art elastisk fj�ader, de b�ada andra har olinj�art elastisk fj�ader enligt Yeoh.

function[R,u,n]=Viscoplast(Fhist,Time,udot0,Ee,Ev,Ep,Tr,Y,m,L,A)

%---------------------------------------------------------------------------

% SYFTE:

% Ber�aknar Reaktionskraft och f�orskjutning f�or en f�orutbest�amd last Fhist

%

% REFERENSER:

% Mikael Svensson och Kristian Bergdahl 1999-09-30

%

% INDATA:

% Fhist=[F1 F2 .....]; krafthistoriavektor

% Time; motsvarande tidsvektor

% udot0; initiell f�orskjutningshastighet

% Ee; E-modul, ensam fj�ader (1x1)

% Ev=[Ev1 Ev2 ... Evn]; E-moduler, visk�os del

% Ep=[Ep1 Ep2 ...Epm]; E-moduler, plastisk del

% Tr=[Tr1 Tr2 ... Trn]; relaxationstider

% Y=[Y1 Y2 ... Ym]; flytsp�anningar

% m; punktmassa

% L; d�amparens l�angd

% A; d�amparens area

%

% UTDATA:

% R=[R1 R2 .....]; reaktionskrafthistoria

% u=[u1 u2 .... un]; f�orskjutningshistoria

% n; antal tidssteg

%

%-------------------------------------end-----------------------------------
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function[R,u,n]=Yeohtens(Fhist,Time,udot0,c10,c20,c30,Ev,Ep,Tr,Y,m,L,A)

%---------------------------------------------------------------------------

% SYFTE:

% Ber�aknar Reaktionskraft och f�orskjutning f�or en f�orutbest�amd last Fhist

%

% REFERENSER:

% Mikael Svensson och Kristian Bergdahl 1999-11-08

%

% INDATA:

% Fhist=[F1 F2 .....]; krafthistoriavektor

% Time; motsvarande tidsvektor

% udot0; initiell f�orskjutningshastighet

% c10,c20,c30; Yeohkonstanter

% Ev=[Ev1 Ev2 ... Evn]; E-moduler, visk�os del

% Ep=[Ep1 Ep2 ...Epm]; E-moduler, plastisk del

% Tr=[Tr1 Tr2 ... Trn]; relaxationstider

% Y=[Y1 Y2 ... Ym]; flytsp�anningar

% m; punktmassa

% L; d�amparens l�angd

% A; d�amparens area

%

% UTDATA:

% R=[R1 R2 .....]; reaktionskrafthistoria

% u=[u1 u2 .... un]; f�orskjutningshistoria

% n; antal tidssteg

%

%-------------------------------------end-----------------------------------

function[R,u,n]=Yeohshear(Fhist,Time,udot0,c10,c20,c30,Gv,Gp,Tr,Y,m,H,A)

%---------------------------------------------------------------------------

% SYFTE:

% Ber�aknar Reaktionskraft och f�orskjutning f�or en f�orutbest�amd last Fhist

%

% REFERENSER:

% Mikael Svensson och Kristian Bergdahl 1999-11-08

%

% INDATA:

% Fhist=[F1 F2 .....]; krafthistoriavektor

% Time; motsvarande tidsvektor

% udot0; initiell f�orskjutningshastighet

% c10,c20,c30; Yeohkonstanter

% Gv=[Gv1 Gv2 ... Gvn]; skjuvmoduler, visk�os del

% Gp=[Gp1 Gp2 ... Gpm]; skjuvmoduler, plastisk del

% Tr=[Tr1 Tr2 ... Trn]; relaxationstider

% Y=[Y1 Y2 ... Ym]; flytsp�anningar

% m; punktmassa

% H; d�amparens h�ojd

% A; d�amparens area

%

% UTDATA:

% R=[R1 R2 .....]; reaktionskrafthistoria

% u=[u1 u2 .... un]; f�orskjutningshistoria

% n; antal tidssteg

%

%-------------------------------------end-----------------------------------
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B.2 Modellering av gummid�ampare i omgivande struktur

H�ar�aterges ett MATLAB-program f�or endimensionell modellering av gummid�ampare i
omgivande balkstruktur. Gummid�amparens och balkstrukturens styvheter seriekopplas.
D�amparen har en viskoplastisk materialmodell och belastas med en f�orskjutningshistoria.

function [R1]=Transientserie(Sigv,Sigp,index,dt,u,Ee,Ev,Ep,Tr,Y,Mm,Ld,Ad,E,I,Lx,Ly)

%---------------------------------------------------------------------------

% SYFTE:

% Ber�aknar Reaktionskraft f�or en f�orutbest�amd f�orskjutning u

%

% REFERENSER:

% Mikael Svensson och Kristian Bergdahl 2000-01-26

%

% INDATA:

% index; aktuellt tidssteg

% u=[u11 u12 ... u1index

% . . .

% u41 u42 ... u4index]; f�orskjutningshistoria (4 x index)

% Ee; E-modul, ensam fj�ader (1x1)

% Ev=[Ev1 Ev2 ... Evn]; E-moduler, visk�os del

% Ep=[Ep1 Ep2 ... Epm]; E-moduler, plastisk del

% Tr=[Tr1 Tr2 ... Trn]; relaxationstider

% Ysig=[Y1 Y2 ... Ym]; flytsp�anningar

% Mm; tr�oghetsmatris

% Ld; d�amparl�angd

% Ad; d�ampararea

% E, I, Lx, Ly; balkparametrar

% UTDATA:

% R1=[R1 R2 R3 R4]; reaktionskraftvektor

%

%---------------------------------------------------------------------------

if index==2 % nollst�allning av sp�anning

Sigv=zeros(length(Ev));

Sigp=zeros(length(Ep));

end

R1=zeros(3,1); stress=zeros(3,1);

oldstr=-(u(:,index-1))/Ld;

strain=-(u(:,index))/Ld;

for i=1:3

if i==1

% skjuvning i x-led

Ee=Ee/3; Ev=Ev/3; Ep=Ep/3;

k=3*E*I/Ly^3;

else

% tryck/drag i y-led

k=3*E*I/(Lx^3+Lx^2*Ly);

end

\newpage

%---------------------------seriekoppling d�ampare-balk----------------------
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Ke=Ee*Ad/Ld; % ekvivalent styvhet f�or fj�adern

Ke=Ke*k/(Ke+k); % seriekoppling av fj�adrar

Ee=Ke*Ld/Ad;

Kv=Ev*Ad/Ld;

for j=1:length(Ev)

Kv(j)=Kv(j)*k/(Kv(j)+k);

end

Ev=Kv*Ld/Ad;

Kp=Ep*Ad/Ld;

for j=1:length(Ep)

Kp(j)=Kp(j)*k/(Kp(j)+k);

end

Ep=Kp*Ld/Ad;

deps(i)=strain(i)-oldstr(i);

%------------------------------elastisk del---------------------------------

sige=Ee*strain(i);

%-------------------------------visk�os del----------------------------------

Dsigv=Sigv.*(exp(-dt./Tr)-1)+(Ev.*(exp(-dt./Tr)+1)/2)*deps(i);

Sigv=Sigv+Dsigv;

%------------------------------plastisk del---------------------------------

Dsigp=Ep*deps(i);

tsig=Sigp+Dsigp;

indx=find(abs(tsig)>Y);

Dsigp(indx)=sign(deps(i))*Y(indx)-Sigp(indx);

Sigp=Sigp+Dsigp;

%---------------------------------------------------------------------------

stress(i)=sige+sum(Sigv)+sum(Sigp);

end

R1=-stress*Ad;

%-------------------------------------end-----------------------------------
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Bilaga C

NASTRAN-indata�l

H�ar �aterges en indata�l till NASTRAN, skapad i PATRAN f�or modellering av endi-
mensionella gummid�ampare i en balkstruktur.

$ NASTRAN input file created by the MSC MSC/NASTRAN input file

$ translator ( MSC/PATRAN Version 8.5 ) on December 14, 1999

ASSIGN OUTPUT2 = 'motorstruktur.op2', UNIT = 12

$ Nonlinear Transient Response Analysis, Direct Formulation, Database

SOL 129

TIME 600

CEND

SEALL = ALL

SUPER = ALL

ECHO = NONE

MAXLINES = 999999999

SUBCASE 1

SUBTITLE=1000N20Hz

TSTEPNL = 1

SPC = 2

MPC = 30

DLOAD = 2

$ Beskrivning av vilka parametrar som skall vara utdata

DISPLACEMENT(SORT1,REAL)=ALL

SPCFORCES(SORT1,REAL)=ALL

OLOAD(SORT1,REAL)=ALL

$ force(sort1,real,bilin)=all

$ stress(sort1,real,vonmises,bilin)=all

$ strain(sort1,real,vonmises,strcur,bilin)=all

BEGIN BULK

PARAM POST -1

PARAM PATVER 3.

PARAM AUTOSPC NO

PARAM COUPMASS -1

PARAM K6ROT 100.

PARAM WTMASS 1.

PARAM LGDISP 1

PARAM NOCOMPS -1

PARAM BAILOUT -1

PARAM PRTMAXIM YES

TSTEPNL 1 80000 .00005 5 ADAPT 2 10 PW + A
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+ A .001 1.-6

$ Axiella (Z-led) styvheter och d�ampning f�or gummid�ampare

PELAS 10 3.11e5

PELAS 410 6.47e5

PDAMP 510 388.

PROD 120 1 7.7e-4

MATS1,1,,PLASTIC,0.,1,1,9.33e4

MAT1,1,14.0e6,,.3,1.

$ Radiella (Y-led) styvheter och d�ampning f�or gummid�ampare

$ yttre cylinder

PELAS 12 4.8e7

PELAS 412 9.9e7

PDAMP 512 5.96e4

PROD 101 5 0.0022

MATS1,5,,PLASTIC,0.,1,1,4.62e5

MAT1,5,6.92e7,,.3,1.

$ inre cylinder

PELAS 14 2.4e7

PELAS 414 5.0e7

PDAMP 514 3.01e4

PROD 110 6 0.0015

MATS1,6,,PLASTIC,0.,1,1,3.12e5

MAT1,6,4.68e7,,.3,1.

$---------KOPPLINGSELEMENT MELLAN BALK OCH INF�ASTNING I Y-LED

CELAS1 400 12 554 2 566 2

CELAS1 401 12 557 2 567 2

CELAS1 402 12 558 2 568 2

CELAS1 403 12 561 2 569 2

CELAS1,410,412,554,2,574,2

CELAS1,412,412,557,2,570,2

CELAS1,414,412,558,2,576,2

CELAS1,416,412,561,2,572,2

CDAMP1,411,512,574,2,566,2

CDAMP1,413,512,570,2,567,2

CDAMP1,415,512,576,2,568,2

CDAMP1,417,512,572,2,569,2

$ Rod som friktionselement

CROD 430 101 554 566

CROD 431 101 557 567

CROD 432 101 558 568

CROD 433 101 561 569

CELAS1 500 14 566 2 555 2

CELAS1 501 14 567 2 556 2

CELAS1 502 14 568 2 559 2

CELAS1 503 14 569 2 560 2
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CELAS1,510,414,566,2,575,2

CELAS1,512,414,567,2,571,2

CELAS1,514,414,568,2,577,2

CELAS1,516,414,569,2,573,2

CDAMP1,511,514,575,2,555,2

CDAMP1,513,514,571,2,556,2

CDAMP1,515,514,577,2,559,2

CDAMP1,517,514,573,2,560,2

CROD 530 110 566 555

CROD 531 110 567 556

CROD 532 110 568 559

CROD 533 110 569 560

$---------KOPPLINGSELEMENT MELLAN BALK OCH INF�ASTNING I Z-LED

CELAS1 404 10 554 3 12 3

CELAS1 405 10 557 3 22 3

CELAS1 406 10 558 3 111 3

CELAS1 407 10 561 3 55 3

CELAS1,418,410,555,3,562,3

CELAS1,422,410,556,3,563,3

CELAS1,423,410,558,3,564,3

CELAS1,424,410,560,3,565,3

CDAMP1,419,510,562,3,12,3

CDAMP1,425,510,563,3,22,3

CDAMP1,426,510,564,3,111,3

CDAMP1,427,510,565,3,55,3

CROD 434 120 554 12

CROD 435 120 557 22

CROD 436 120 558 111

CROD 437 120 560 55

$ -----------4 KOPPLINGSELEMENT MELLAN MOTOR OCH BALK I Y-LED

CELAS1 321 12 517 2 552 2

CELAS1 325 12 532 2 553 2

CELAS1,110,412,517,2,580,2

CELAS1,112,412,532,2,582,2

CDAMP1,111,512,580,2,552,2

CDAMP1,113,512,582,2,553,2

CROD 120 101 517 552

CROD 121 101 532 553

CELAS1 731 14 552 2 543 2

CELAS1 735 14 553 2 547 2

71



CELAS1,150,414,552,2,581,2

CELAS1,152,414,553,2,583,2

CDAMP1,151,514,581,2,543,2

CDAMP1,153,514,583,2,547,2

CROD 124 110 552 543

CROD 125 110 553 547

$ De axiella gummid�amparna i y-led placeras som dubbletter

CELAS1 721 12 517 2 552 2

CELAS1 725 12 532 2 553 2

CELAS1,610,412,517,2,580,2

CELAS1,612,412,532,2,582,2

CDAMP1,611,512,580,2,552,2

CDAMP1,613,512,582,2,553,2

CROD 620 101 517 552

CROD 621 101 532 553

CELAS1 741 14 552 2 543 2

CELAS1 745 14 553 2 547 2

CELAS1,650,414,552,2,581,2

CELAS1,652,414,553,2,583,2

CDAMP1,651,514,581,2,543,2

CDAMP1,653,514,583,2,547,2

CROD 624 110 552 543

CROD 625 110 553 547

$ -----------4 KOPPLINGSELEMENT MELLAN MOTOR OCH BALK I Z-LED

CELAS1 335 10 517 3 17 3

CELAS1 338 10 532 3 215 3

CELAS1 345 10 525 3 116 3

CELAS1 348 10 527 3 50 3

CELAS1,218,410,517,3,538,3

CELAS1,220,410,532,3,539,3

CELAS1,222,410,525,3,540,3

CELAS1,223,410,527,3,541,3

CDAMP1,219,510,538,3,17,3

CDAMP1,221,510,539,3,215,3

CDAMP1,224,510,540,3,116,3

CDAMP1,225,510,541,3,50,3

CROD 230 120 517 17

CROD 231 120 532 215
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CROD 236 120 525 116

CROD 237 120 527 50

$ Egenskaper f�or balkstrukturen

PBEAM 3 2 .16 .0021 .0021 + B

+ B + C

+ C YES 1. .16 .0021 .0021 + D

+ D

PBEAM 5 1 .01 8.3-6 8.3-6 + K

+ K + L

+ L YES 1. .01 8.3-6 8.3-6 + M

+ M

PSHELL 4 3 .0025 3 3

$ Placering av motorbalkar

CBEAM 332 3 537 578 0. 0. 1.

CBEAM 333 3 537 579 0. 0. 1.

CBEAM 334 5 578 525 0. 0. 1.

CBEAM 335 5 579 527 0. 0. 1.

CBEAM 336 5 543 537 0. 0. 1.

CBEAM 337 5 537 547 0. 0. 1.

$ Balkstrukturens elementindelning

CQUAD4 1 4 1 2 13 12

CQUAD4 2 4 2 3 14 13

.

.

CQUAD4 319 4 515 516 76 75

CQUAD4 320 4 516 441 77 76

$ Materialbeskrivning f�or balkstrukturen

MAT1* 3 2.1+11 .3 * E

* E 7500.

$ Materialbeskrivning f�or motorbalkarna

MAT1* 2 2.1+14 .3 * F

* F 14100.

MAT1* 1 2.1+14 .3 * G

* F 1.

$ Noderna i hela modellen

GRID 1 .04 .04 .06

GRID 2 .132 .04 .06

.

.

GRID 582 .5 .9756 .11

GRID 583 .5 .9668 .11

$ P�alagd dynamisk kraft

DLOAD,2,1.,1.,4,1.,7

TLOAD2,4,5,,0,0.,50.,20.,-90.,+a1

+a1,0.,0.

DAREA,5,537,3,1000.,537,2,1000.

$ Vertikal tyngdkraft pga motorn

TLOAD1 7 6 0 0 1
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TABLED1 1 + N

+ N 0. 1. 1. 1. ENDT

DAREA,6,537,3,-2500.

$ Fast insp�anda noder

SPC1,1,123456,555,556,559,560

SPCADD 2 1

$ L�ASNING AV NODPUNKTER I F�ORH�ALLANDE TILL VARANDRA

MPCADD,30,1,2,3,4,5,6,7,+m

+m,8,9,10,11,12,14,15,16,+m1

+m1,17,18,19,20,21,22,23,24,+m2

+m2,25,26,27,28,29,30,31,32,+m3

+m3,51,52,53,54,55,56,59,60,+m4

+m4,63,64,65,66,33,34,35,36,+m5

+m5,37,38,39,40,67,68,69,70,+m6

+m6,71,72,73,74,75,76,79,80,+m7

+m7,83,84,85,86,13

$ balk-inf�astning

$ y-led

MPC,1,12,2,1.,554,2,-1.

.

.

$ z-led

MPC,9,575,3,1.,566,3,-1.

.

.

$ x-led

MPC,25,12,1,1.,554,1,-1.

.

.

$ motor-balk

$ y-led

MPC,51,17,2,1.,517,2,-1.

.

.

$ z-led

MPC,55,581,3,1.,552,3,-1.

.

.

$ x-led

MPC,71,17,1,1.,517,1,-1.

.

.

ENDDATA
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