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Sammanfattning

Med elasticitetsteori kan man inte beskriva hur en statiskt obestdmd konstruktion
dar materialet kan plasticeras gar till brott. Enligt elasticitetsteori och ett antagan-
de om ett sprott brott vid en viss spanning gar en konstruktion till brott sa fort
denna spanning uppnas i det hogst belastade snittet. Det som egentligen sker ar att
materialet plasticeras vilket leder till en momentomlagring. Konstruktionen har en
reservkapacitet. For att beakta det kan man tillampa plasticitetsteori.

For att bestamma hur mycket en konstruktion klarar, forutsatt plastiska material-
egenskaper, kan man tillampa granslastberdkningar. Med granslastberikningar kan
man optimera materialatgangen och pa sa vis goéra ekonomiska och miljomaéssiga
besparingar. Det hér arbetets syfte ar att belysa grédnslastberdkningar utifran tva
principer: granslastteori och en inkrementell formulering.

Med gréanslastteori undersoker man granslasttillstandet enligt de statiska eller kine-
matiska teoremen. En tillampning av det statiska teoremet ger en grénslast berdknad
pa den sékra sidan och det kinematiska pa den osékra sidan. For endimensionella
konstruktioner som flyter i punkter tillampas den statiska och kinematiska meto-
den. For tvadimensionella konstruktioner som flyter langs speciella linjer presenteras
strimlemetoden och brottlinjemetoden.

For berdkningar grundade pa en inkrementell formulering, det vill sdga en succes-
siv palastning, foljs hela palastningsférloppet. Berdkningar genomfors i Matlab dér
funktioner fran programvaran Calfem anvinds. For att berdkna grénslasten enligt
denna metod maste man pa forhand infora i vilka punkter flytleder kan uppsta. Det
ar latt om konstruktionen belastas med punktlaster. Om den utsétts for en utbredd
last kan man dock inte forutsidga dessa lagen lika enkelt.

I det har arbetet har ett av malen varit att utveckla denna strategi. Ett program
som loser granslastberdkningar for konstruktioner belastade med en utbredd last
har utvecklats. Programmet bygger pa att man gor en indelning av balkelementen
som &r belastade med en utbredd last. I programmet kan man variera hur manga
rotationsfjadrar man vill féra in och hur stora lastinkrement man vill ha. Bést re-
sultat fas om man kombinerar en fin indelning, det vill siga manga rotationsfjadrar,
med sma lastinkrement. Grénslasten som programmet ger ar berdknad pa den osékra
sidan.






Abstract

Using theory of elasticity it is not possible to describe exactly how a statically
indeterminate structure collapses. Theory of elasticity is often combined with an
assumption of breakage at a certain level of stress, this meaning that a structure will
break as soon as this level of stress is reached in the most heavily loaded section. A
plastic hinge will occur followed by a changed distribution of moment. The structure
has a greater capacity and to analyze this it is necessary to apply theory of plasticity.

To determine how much a structure can be loaded, using plastic theory, limit load
calculations can be applied. Using these calculations material usage can be optimi-
zed, resulting in economic and environmental savings. This work aims to describe
limit load calculations based on two principles: the limit analysis methods and an
incremental formulation.

With the limit analysis methods the static and kinematic theorems are applied.
For one-dimensional structures, such as beams, the static and kinematic method is
used. For two-dimensional structures, such as slabs, strip method design and the
yield line theory is presented, giving the limit load based on the static and the
kinematic theorem respectively.

For calculations based on an incremental formulation Matlab and a software called
Calfem is used. To calculate the limit load according to this method it is necessary
to pre-establish where plastic hinges might occur. This becomes a problem when
the structure is subjected to a distributed load. Then it is not easy to predict these
positions. In this work one of the goals has been to develop this strategy. A program
performing limit load calculations for structures subjected to a distributed load has
been developed. The program calculates an upper bound of the limit load.
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Kapitel 1

Inledning

1.1 Bakgrund

Genom alla ar har ménniskan varit i behov av skydd mot vider och vind. Bakom
utvecklingen fran de mest grundlaggande skjulen till dagens skyskrapor ligger sto-
ra framsteg inom bade material, tekniska hjéalpmedel och byggnadsteknik. Fran de
gamla tillvigagangssatten, da man byggde utifran erfarenhet och testade sig fram,
har man under senare arhundraden utvecklat mer avancerade berdkningsmodeller.
For dimensionering av konstruktioner har man idag kommit langt inom utvecklingen
av datorhjélpmedel for berdkningarna [8].

Nér man dimensionerar konstruktioner utgar man fran tva viktiga kriterier. For det
forsta ska konstruktionen uppréatthalla en viss brottsidkerhet. Vidare ska konstruktio-
nen fungera vél i bruksstadiet [6]. I bruksstadiet fokuserar man pa konstruktionens
funktion vid normal anviandning. Bruksgranstillstandet star for det tillstand da en
konstruktions deformationer, sprickor eller svingningar dr oacceptabelt stora och
pa sa sétt forhindrar den normala anvindningen. Det kan till exempel innebéra att
en nedbdjning forhindrar dorrar eller fonster fran att 6ppnas [8]. Nar man riaknar
pa bruksgrénstillstandet underséker man normalt féorekommande laster. Eftersom
dessa oftast dr mindre dn de belastningar som materialet klarar av innan det gar
till brott kan man forutsitta ett linjart materialsamband. Man réknar alltsd med
elasticitetsteori [10].

For att se till sa att en konstruktion inte kollapsar undersdker man &ven hur myc-
ket last den klarar av innan den gar till brott. Detta motsvaras av brottgrans-
tillstandet. Vid dimensionering utifran brottgrénstillstandet anvinder man sig av
olika sikerhetsklasser beroende pa vilken del man raknar pa. For konstruktionens
viktigaste barande delar vill man ha en hogre séikerhet da det skulle medfora vérre
konsekvenser med brott dér [8]. Vid berdkning av brottsékerhet faller man ocksa of-



ta tillbaka pa elasticitetsteori. Denna forutsatter ett linjarelastiskt materialsamband
vilket ger relativt enkla berdkningar. En sadan analys ger dock inte den sanna bilden
av hur konstruktionen beter sig da den gar till brott [6].

Elasticitetsteorin dr en vetenskap som vixte fram under 1800-talet. Den har haft,
och har fortfarande, en betydande roll fér byggnadstekniken da man kan férutse pa-
verkan pa material och konstruktioner vid olika belastningar. Idag ar elasticitetsteo-
rin en grund som méanga berdkningsmodeller faller tillbaka pa [8]. Elasticitetsteorin
beaktar dock endast hur mycket last konstruktionen klarar utifran det farligaste
snittet. For statiskt bestdmda konstruktioner fungerar denna typ av berdkningar.
For statiskt obestdmda konstruktioner bor dock beaktas att det for material med
plastiska egenskaper sker en momentomlagring och uppkomst av flytzoner vid kad
belastning. Konstruktionen har alltsa en reservkapacitet. For att beakta detta maste
man ta hénsyn till materialets plastiska egenskaper [10].

For att beakta de plastiska egenskaperna forutsitts ett materiellt ickelinjart bete-
ende. Man kan studera mer noga hur en konstruktion gar till brott antingen genom
att modellera brottscenariot med en successiv palastning eller med hjalp av gréns-
lastteori [10]. I det hér arbetet presenteras bada dessa metoder mer ingaende.

For en inkrementell formulering, det vill séga en successiv palastning, nyttjas berak-
ningsprogrammet Matlab samt Calfem. Calfem utgor en toolbox innehallande olika
funktioner utvecklade for FEM-analys i Matlab [1]. For granslastteori kan man med
hjélp av det statiska och kinematiska teoremen berdkna en konstruktions granslast.
Statiska och kinematiska metoden &r framtagna for endimensionella konstruktions-
element dér flytleder uppstar i punkter [10]. Strimlemetoden och brottlinjemetoden
tillhor dven de granslastteori och bygger pa det statiska respektive kinematiska te-
oremet. Skillnaden &r dock att dessa metoder &r framtagna for tvadimensionella
konstruktionselement som plattor och murverk dar flytlederna utgors av speciella
linjer, brottlinjer [11].

For att granslastberdkningar ska ge en bra bild av konstruktionens verkliga beteende
stalls dock en del krav pa materialet. Till exempel kravs en tillracklig rotations-
kapacitet i flytlederna. Metoden lampar sig darfor bast for sega material [10].

1.2 Syfte och mal

Genom granslastberdkningar kan man optimera materialanvéindningen vid dimen-
sionering. For storre konstruktioner kan detta innebéra en stor skillnad i material-
atgang och slutlig kostnad. Vidare mojliggor ett optimerat materialanviandande att
man kan bygga slankare och mer innovativa konstruktioner. Syftet med det har arbe-
tet ar att belysa grénslastberékningar baserade pa bade en inkrementell formulering



och grénslastteori.

Arbetet ska ge en grundliaggande forstaelse for plasticitetsteori. Det ska vidare med
teori och exempel beskriva granslastberdkningar. Malet med arbetet ar att utifran
dessa kunskaper utveckla ett program i Matlab som kompletterar berdkningar med
héansyn till materiell ickelinjéritet i Calfem. Programmet som utvecklas ska mojlig-
gora att man kan bestdmma grénslasten for en konstruktion belastad med en jamnt
utbredd last. Med andra ord ska man alltsa kunna berdkna grénslasten utan att pa
forhand veta i vilka punkter som konstruktionen kommer att flyta.

1.3 Avgransningar

Eftersom arbetet utgor ett kandidatarbete och viss kunskap som tillhor en senare
del av utbildningen inte introducerats &n gors en del avgransningar. Inom grénslast-
berékningar bortses fran en del parametrar sasom samtidig normalkraft och inverkan
av tvirkraft. Strimlemetoden och brottlinjemetoden presenteras endast 6versiktligt.
Onskas mer information om dessa hinvisas till angiven litteratur. Arbetet ligger
storre fokus pa att ge en grundlaggande forstaelse och att utveckla det komplette-
rande programmet i Matlab.






Kapitel 2

Plasticitetsteori

2.1 Introduktion

Spéanning, o

Téjning, £

Figur 2.1: Linjdrelastiskt spannings-tojningssamband.

Man ar fran berdakningar inom elasticitetsteori van att forutsétta ett linjarelastiskt
materialsamband. Det innebar med andra ord att sambandet mellan spanning och
tojning ges av Hookes lag;

o= Fe (2.1)

Hookes lag siger att spanningen i materialet dr proportionell mot tojningen. En
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Figur 2.2: Ett spannings-tojningssamband for stal.

arbetskurva for ett linjarelastiskt material visas i figur 2.1. I elasticitetsteori ingar
formellt inget brottkriterium, men elasticitetsteori kombineras ofta med ett anta-
gande om sprott brott vid en viss spanning. Detta forutsatts i det fortsatta arbetet
[6].

Materialsambandet lampar sig for sproda material dér plastiska egenskaper ar for-
sumbara eller vid berdkningar med sma laster [10]. Inom plasticitetsteori forutsétts
dock ett annorlunda materialsamband baserat pa materiell ickelinjaritet. Plastici-
tetsteorin ger jamfort med elasticitetsteorin att konstruktioner klarar av en hogre
belastning innan de gar till brott. Detta da ett ickelinjart materialsamband beskri-
ver brottscenariot pa ett mer korrekt sétt. Inom plasticitetsteori tar man héansyn till
plasticering, uppkomst av flytleder och momentomlagring [5]. I detta kapitel beskrivs
plasticitetsteori utifran materialpunktsniva, tvarsnittsniva, balkniva och systemniva.



2.2 Materialpunktsniva

Plasticitetsteori grundas pa ett materiellt ickelinjart samband. Till skillnad fran
inom elasticitetsteori beaktar man materialets férmaga att plasticera. Med hjilp
av arbetskurvor kan man beskriva hur material beter sig i olika skeden. For att fa
fram ett materials beteende vid olika laster kan man utsétta det for 6kade tojningar
samtidigt som man noterar spanningen i ett enaxiellt dragprov. Resultatet blir en
arbetskurva som visar pa spannings-tojningssamband liknande den i figur 2.2. Det
dr ett exempel pa ett materialsamband for stal [6]. I borjan ségs materialet vara
linjarelastiskt. Det har sin intitiella styvhet som ges av elasticitetsmodulen, F, och
ett linjart materialsamband som kan beskrivas enligt Hookes lag, se ekvation 2.1. Nar
tojningarna okar ytterligare beter sig dock materialet ickelinjart. Fran arbetskurvan
kan man avlasa dess hallfasthet, oy, som den maximala spanningen [4].

For att underlédtta berdkningarna gér man ofta en idealisering och antar ett elastiskt-
idealplastiskt material, se figur 2.3. Forenklingen innebér att materialet &ar linjarelas-
tiskt fram till en viss punkt dér det gar 6ver till att vara plastiskt. Oavsett hur mycket
tojningen okar forblir spanningen i materialet konstant. Den spénningen kallas for
materialets flytspanning, o, [4]. Viktigt att podngtera ar att den hér idealiseringen
endast géller upp till en viss niva da materialet brister. Plastiska berdkningar for-
utsitter alltsa att materialet tillats deformeras och ar tillrackligt segt. Exempel pa
material som uppvisar sddana egenskaper dr aluminium och konstruktionsstal [10].

Spénning, o

Tojning, €

Figur 2.3: Elastiskt-idealplastiskt spinnings-tdjningssamband.



2.3 Tvarsnittsniva

2.3.1 Spanningsfordelning

Att ett material tillats plasticera pa tvarsnittsniva mojliggor att man kan utnyttja
hela tvarsnittets kapacitet. Figur 2.4 illustrerar hur spanningen i ett tvérsnitt varie-
rar vid 6kad belastning. I figur 2.4a har flytspanningen precis uppnatts i tvirsnittets
yttre kanter. Dar sker en begynnande plasticering medan materialet i ovrigt fort-
farande &r elastiskt. Flytzoner uppstar i tvarsnittet déar materialegenskaperna blir
plastiska. Samtidigt finns fortfarande den elastiska kirnan i mitten, dit flytzonen
annu inte hunnit breda ut sig, se figur 2.4b. Nér flytzonerna brett ut sig 6ver hela
tvarsnittet sdger man att det dr genomplasticerat och uttémt pa kapacitet, se figur
2.4c [6].

Og Og .
a) b) c) ’

Figur 2.4: Spinningsfordelningen i ett tvdrsnitt vid en okande belastning.

2.3.2 Elastiskt och plastiskt bojmotstand

Enligt elasticitetsteoretiska berdkningar antar man att tvirsnittets maximala bér-
formaga uppnas vid begynnande plasticering. Om plasticering tillats kan dock bgj-
momentet som man utsitter tvirsnittet for ckas. For att undersoka vilken extra-
kapacitet ett tvirsnitt har berdknas det elastiska och det plastiska bojmotstandet.
Ett rektangulart tvarsnitt med bredden b och hojden h undersoks, se figur 2.5a. Vid
begynnande plasticering har man en linjar spanningsfordelning enligt figur 2.5b. B6j-
momentet berdknas enligt nedanstaende. Den dragande och tryckande kraften, Fy,q4
och Fiyycr, fas genom att summera drag- respektive tryckspanningarna éver tvarsnitt-



F Tryck
"""" F Tryck

FDrag

Figur 2.5: a) Twdrsnitt med bredden b och hdjden h. b) Spinningsfordelning och resul-
terande krafter vid begynnande plasticering. ¢) Spanningsfordelning och resulterande
krafter vid genomplasticering.

sarean. For att fa momentet multipliceras kraftresultanterna med sina havarmar.
Avstandet e dr hévarmarna fran kraftresultanternas angeppspunkt till tvarsnittets
mittpunkt [6].

M, = Fp,oe + Frypo€ (2.2)

bhosh bhosh

= ——=4+ ——== 2.
° 223 + 223 (23)
bh?
Me — Ts (24)
6
2

med W = — fas M, = Wo.s dar W anger det elastiska bojmotstandet som beskriver

tvarsnittsformens inverkan pa M..

For genomplasticerat tillstand berdknas det plastiska béjmotstandet for samma tvér-
snitt som ovan. Eftersom tvérsnittet tillats plasticera far man en annorlunda spann-
ningsfordelning. Da tvéarsnittet dr genomplasticerat dr spénningen konstant inom
flytzonerna, se figur 2.5c. Pa motsvarande sitt som tidigare beriknas momentet
men i genomplasticerat tillstand enligt nedan [6]:

Mp - FD'rage + FTrycke (25)

9



bh h bh h

M, =—o0— + —0:— 2.
P T 7 1T 2% (2:6)
bh?
Mp — 4 s (27)
2
med Z = — fas M, = Zos dér Z star for det plastiska b6jmotstandet som beskriver

tvarsnittsformens inverkan pa M,,.

Forhallandet mellan momentet vid genomplasticering respektive begynnande plasti-
cering kan bestammas enligt:
M Z

- _ -
M, W
Kvoten ger en bild av hur mycket momentet kan 6kas om plasticering tillats. For
fallet rektangulart tvarsnitt erhalls kvoten 1.5. Det innebér att momentet som tvér-
snittet klarar av &r 50 procent storre om det har plastiska egenskaper istéllet for
elastiska. Motsvarande kvot kan bestdammas fér andra typer av tvérsnitt. For I-
tvarsnitt ligger den ofta mellan 1.10 och 1.15. Kvoten blir storre for rektangulara
tvarsnitt. Det kan forklaras genom att I-balkarna redan har optimerats. Nér flansar-
na for ett I-tvarsnitt plasticerats blir tillskottsmomentet vid plasticering i livet ej sa
stor d& arean déar &r liten [6].

Ui (2.8)

Moment
Moment

Krékning, K Krokning, K

Figur 2.6: a) Moment-krékningssamband for ett normalarmerat betongtvdrsnitt.
b) Idealiserat moment-krékningssamband.
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2.3.3 Moment-krokningssamband

I foljande avsnitt studeras en hel balk istédllet for bara ett tvarsnitt som tidigare.
Man kan beskriva en balks beteende med hjilp av ett moment-krékningssamband.

1
Krokningen ges av k = — dér R &r krokningsradien. Det ger ett forhallande mellan

momentet som belastar konstruktionen och krokningen den utsétts for. Ett exem-
pel pa ett sadant for ett normalarmerat betongtvérsnitt visas i figur 2.6a. For att
underldtta berdkningarna gér man dock oftast en idealisering av detta sa att man
far ett samband som visas i figur 2.6b [6].

2.4 Balkniva

2.4.1 Flytleder

Nér en balk belastas med en successivt 6kande last uppstar tryck- respektive drag-
spanningar i tvarsnittets olika kanter vars storlek beror pa momentet. Ddr momentet
ar som storst och nar upp till flytmomentet kommer balken att borja plasticera i
ovan- och underkant. Nér belastningen okar ytterligare kommer successivt storre
delar av tvarsnittet att plasticera i enlighet med figur 2.4. I intilliggande tvérsnitt
Okar samtidigt momentet och dar flytmomentet uppnas sker ocksa en begynnande
plasticering. En sa kallad flytzon breder ut sig. Eftersom det blir valdigt komplicerat
att analysera balken med ett ickelinjart moment-krokningssamband gors antagan-
det om ett forenklat sadant enligt figur 2.6b. Det innebér att sa fort flytmomentet
uppnas i ett tvirsnitt antas det vara genomplasticerat. Det uppstar da en sa kallad
flytled dédr momentet forblir konstant under 6kad rotation [6].

2.4.2 Krav pa rotationskapacitet

For att kunna rédkna pa ett material som plastiskt forutsatts vissa egenskaper. Som
namndes tidigare géller de forenklade egenskaperna hos ett elastiskt-idealplastiskt
material endast till den niva da materialet brister. Materialet maste alltsa tillata
tillrdckligt stora deformationer. Att tvarsnittet har en tillrdcklig rotationskapacitet
ar en viktig egenskap. Efter det att en flytled uppstatt maste materialet ha en till-
rackligt hog forméaga att deformeras [10]. Rotationskapaciteten ges av hur mycket
materialet klarar av att flyta vid bibehallet moment. Den sammanlagda rotationen
som materialet ska klara fran att flytleden initieras till konstruktionens kollaps kallas
rotationsbehovet. For att kommande modelleringar ska fungera krévs att rotations-
kapaciteten Gverstiger rotationsbehovet. Eftersom rotationskapaciteten ar begransad
hos verkliga material bér denna férutsattning kontrolleras innan analysen genomfors

11



[2]. Teorin lampar sig bést for sega konstruktionsmaterial som till exempel mjukt
konstruktionsstal [10].

2.5 Systemniva

Ovan beskrivs uppkomsten av en flytled. Nar en flytled uppstatt leder det till att kon-
struktionen forlorar styvhet. Uppstar tillrackligt manga flytleder blir konstruktionen
en mekanism och kollapsar. Antalet flytleder som kan uppsta innan en konstruktion

Qs

i
Vow 0.

—
X

Figur 2.7: En fritt upplagd balk med en jamnt utbredd last.

Y

—_—
>

~—

=

q %8}

Y
Figur 2.8: Momentfordelning for balken i figur 2.7.

blir instabil beror dels pa upplagsvillkoren och dels pa den inre stabiliteten. For en
statiskt bestdmd konstruktion kan det endast uppsta en flytled innan den blir en
mekanism och kollapsar, se figur 2.7. Undersoker man en fritt upplagd balk med en
jamnt utbredd last far man en momentfordelningen enligt figur 2.8. Brottlasten, ¢,
ges av:

qs L

Mmam =
8

(2.9)
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Om plastiska egenskaper antas kan man ersitta M,,,, med flytmomentet M, som
tar hénsyn till plasticering pa tvérsnittsniva. Det ar dock ej av intresse att genom-
fora granslastberakningar for statiskt bestdmda konstruktioner. Deras béarférmaga
ar uttomd sa fort flytmomentet uppnas i en punkt och det sker alltsa ingen momen-

tomlagring efter detta [6].

For statiskt obestdmda konstruktioner kan det daremot uppsta fler flytleder innan
det bildas en mekanism och konstruktionen kollapsar. Da en flytled uppstar forblir
momentet i sjdlva flytleden konstant och ges av M; [6]. I resten av konstruktio-
nen sker en momentomlagring och 6vriga delar av konstruktionen utsatts for ékade
belastning samtidigt som materialet deformeras i flytleden. I statiskt obestdmda
konstruktioner finns alltsa en reservkapacitet [10].

Uppkomsten av en flytled innebér att konstruktionen blir en gang mindre statiskt
obestamd. For en statiskt bestdmd konstruktion innebér det som konstaterat att
en flytled leder till att konstruktionen blir en mekanism direkt. For en balk som é&r
fast inspand i ena édnden och upplagd pa ett rullager i den andra kan tva flytleder
uppsta innan den blir en mekanism. Antag att n star for hur manga ganger statiskt
obestdmd en konstruktion &r i yttre och inre mening. Mojliga flytleder ges da av
n + 1. For statiskt obestdmda konstruktioner kan man utnyttja detta som ett matt
pa det maximala antalet flytleder som kan uppsta innan konstruktionen kollapsar.
Konstruktionen kan dock kollapsa tidigare genom négon lokal mekanism |[5].
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Kapitel 3

Granslastberakningar for
endimensionella
konstruktionselement

3.1 Introduktion

I det har avsnittet presenteras metoder for att berdkna gréanslasten for endimensio-
nella konstruktionselement dar flytleder uppstar i punkter. For att beakta materiell
ickelinjaritet beskrivs tva olika typer av analyser nedan. Den forsta bygger pa att
man undersoker konstruktionens inre krafter och deformationer vid en stegvis ckad
belastning, en sa kallad inkrementell formulering. Den andra bygger pa granslast-
teori, det vill sdga att man underscker konstruktionen i brottgranstillstandet. Man
forutsitter en brottmekanism och undersoker lasten vid denna [4].

3.2 Inkrementell formulering

3.2.1 Metod

Om man vill undersoka hur en konstruktion paverkas fran att den borjar belastas
till att den kollapsar kan man analysera den med en successiv palastning. Metoden
bygger i stort pa att man delar upp den yttre lasten i ett visst antal inkrement. Man
undersoker dérefter hur konstruktionen paverkas vid varje palastning. Det héar kallas
en inkrementell formulering da berdkningarna genomfors i flera mindre steg [4]. 1
det hér arbetet anvinds funktioner fran datorprogrammet Calfem i berdkningarna.
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Forward Euler

Verklig

Last

A J

Fdrskjutning
Figur 3.1: Avvikelse fran exakt losning med strategin Forward Fuler.

Calfem &r en toolbox framtagen till Matlab [1].

I féljande beskrivning av metoden anvénds en strategi kallad Forward Euler. Det &r
ett av de enklare sétten att genomfora berdkningar enligt den inkrementella metoden
pa. Det forsta som gors ar att man delar upp den yttre lasten i n stycken inkrement,
i14].

fi=> Af (3.1)
i=1

Den globala styvhetsmatrisen beror pa aktuella forskjutningar och inre krafter. Da
en flytled uppstar minskar konstruktionens styvhet. I borjan av varje berdknings-
steg skapas darfor en ny tangetstyvhetsmatris K’ som beskriver styvheten baserat
pa foregaende steg. Da styvhetsmatrisen alltid bygger pa for laga laster kommer
konstruktionen att modelleras som styvare &n vad den faktiskt &r. Metoden kom-
mer saledes att ge ett visst fel och last/forskjutningsdiagrammet kommer att avvika
fran det verkliga, se figur 3.1. For att minska felet kan metoden genomforas med en
indelning i fler och mindre inkrement [4].

Nér styvhetsmatrisen for inkrement ¢ bestdmts berdknas for varje tillstand det nya
bidraget till den globala forskjutningsvektorn a genom att 16sa ekvationssystemet:

KiAa' = Af (3.2)

Fran den globala forskjutningsvektorn bestams elementférskjutningsinkrementen och
aktuella snittkrafter eller spanningar vid tillstandet 7 + 1. Egenskaperna &r elastis-
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ka fram till den niva da flytmomentet eller flytkraften uppstar. Man maste alltsa
jamfora framriaknade snittkrafter med hallfasthetsvirden. Nas materialets flytmo-
ment uppstar en flytled i den punkten. En plastisk deformation sker med bibehallet
moment. Som tidigare ndmndes paverkas konstruktionens styvhetsmatris av detta
4]

For att veta hur mycket man kan belasta konstruktionen innan den kollapsar och
blir en mekanism kan man undersoka determinanten av den reducerade styvhetsma-
trisen. Den indikerar konstruktionens stabilitet. Om determinanten ar noll kollapsar
konstruktionen. Denna kontroll gors dérfor infor varje ny palastning da en flytled
uppstatt [4].

I slutet av varje steg summeras de totala forskjutningarna respektive de yttre kraf-
terna vid tillstandet ¢ + 1.
a™ =a' + Aa' (3.3)

il =i+ Af (3.4)

3.2.2 Stangelement

Fackverk ar uppbyggda av stanger. De bar antingen genom tryck eller drag. Om inga
yttre axiella krafter belastar en stang kommer normalkraften att vara densamma i
hela elementet. I fallet ndr man undersoker fackverk refererar man ofta till flytkraft
istéllet for flytmoment. Flytkraften N ges av Ny = 0,A. Om arean varierar langs
med stangen sker en begynnande plasticering i snittet med minst area. Om arean ar
konstant, vilket den oftast ar, uppstar flytspanning och saledes plasticering av hela
stangen samtidigt forutsatt att lasterna enbart verkar i knutpunkterna [4].

For att ta hansyn till materiell ickelinjédritet men dnda fa relativt enkla berdkningar
antas ett elastiskt-idealplastiskt materialsamband. For en fackverkskonstruktion blir
berdkningarna ldtta pa grund av att en stang enligt givna forutsattningar antingen
ar helt elastisk eller helt plastisk. Det innebar med andra ord att sa lange flytkraften
inte uppnatts i elementet har stangen sin initiala styvhet och elasticitetsmodul. Da
flytkraften uppnas plasticerar stangen momentant och elasticitetsmodulen séatts lika
med noll eftersom stangen flyter [4].

3.2.3 Balkelement

Till skillnad fran konstruktioner uppbyggda av enbart stinger kommer plasticering-
en i ramverk att vara lokaliserad till speciella omraden. Det beror pa att momen-
tet i allménhet varierar i ett balkelement. Antag &ven hér ett bi-linjart moment-
krokningssamband enligt figur 2.6b. Materialet kommer att bete sig elastiskt fram
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till att flytmomentet uppnas i nagon punkt. Dar uppstar en flytled direkt, det vill
sdga en deformation med bibehallet moment. Punkter som flytleder uppstar i &r dar
momentet blir som storst. Det ar ofta vid fasta inspanningar, ramhorn eller direkt
under en punktlast [4].

Ett sitt att 16sa berdkningarna pa ar att redan pa forhand definiera ldgen i kon-
struktionen dér flytleder antas kunna uppsta. Rotationsfjadrar, med en hog styvhet,
placeras i dessa punkter. Flytspanningen for en rotationsfjader ges av det lagsta av
anslutande elements hallfasthetsvirden. Palastning sker enligt tidigare beskrivning
med sma lastinkrement. Néar spanningen i rotationsfjidrarna nar flytspanningen re-
duceras deras styvhet till noll. Det innebéar att en flytled dér en rotation kan ske
uppstar [4].

3.3 Granslastteori

3.3.1 Introduktion

Till skillnad fran ett forfarande dar man undersoker en successiv palastning under-
sOker man enligt denna metod enbart granstillstandet. Granslastteorin viaxte fram
och borjade tillimpas i praktiken efter andra varldskriget. Huvudsakliga tillamp-
ningar dr inom dimensionering av bérande konstruktioner [9]. Man brukar dela in
teorin i tva olika metoder, den statiska och den kinematiska. En stor skillnad mellan
dessa ar att den statiska metoden ger en granslast pa den sidkra sidan medan den
kinematiska metoden ger en granslast pa den osikra sidan [10].

3.3.2 Statiska metoden

Den statiska metoden bygger pa det statiska teoremet. Det innebar att tva viktiga
forutsattningar maste uppfyllas. Dels ska momentférdelningen som de yttre laster-
na orsakar vara statiskt tillaten, det vill sdga uppfylla jamvikten. Vidare far inte
flytmomentet 6verskridas nagonstans i balken. En last som motsvarar en moment-
fordelning som uppfyller dessa villkor kommer att motsvara granslasten berdknad
pa den sédkra sidan. Det innebér att de angivna yttre lasterna ar lagre an eller lika
med den verkliga grénslasten [10].

Det kan finnas ett antal olika momentférdelningar som uppfyller dessa villkor [2].
I figur 3.2 studeras en balk som ligger pa rullager i ena &nden och &r fast inspénd
i den andra. Den &r belastad med en punktlast pa mitten. Man kan fa fram olika
momentfordelningar beroende pa hur man véljer inspadnningsmomentet vid viaggen.
Den elastiska, som man kanske ar van vid att sla upp ur tabell, visas i figur 3.2c och
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Figur 3.2: Exempel pa momentfordelningar for en balk belastad med punktlast.
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dr bara en av alla mojliga [10].

Vid beridkning med den statiska metoden viljer man helt enkelt en momentférdel-
ning. Eftersom flytmomentet inte far éverskridas antar man det som det maxima-
la momentet i diagrammen. Pa sa vis kan grinslasten bestammas for de antagna
momentférdelningarna. Ur figur 3.2 far vi att momentférdelning c¢) ger den stors-
ta grénslasten, utifran de givna alternativen. Gréanslasten berédknas genom att det
maximala momentet sitts som flytmomentet [10].

3P,L
M, = 3.5
16 (3.5)
Granslasten, P, kan nu losas ut:
16 M M,
P, = T 5.333 7 (3.6)

Givet virde for granslasten &r, som konstaterats tidigare, berdknat pa den sdkra
sidan. Om man far fram ett hogre virde med den statiska metoden kommer det att
vara ndrmare den verkliga grianslasten [2].

Y

PsL/4

Figur 3.3: Momentférdelning vid brottmekanism for balken i figur 3.2a.

I konstruktionen fran ovan ndmnda exempel inser man att storst yttre last kan tilla-
tas da granslastmomentet uppnas intill viggen och under punktlasten samtidigt, se
figur 3.3. Det har da uppstatt tva flytleder och konstruktionen utgor en brottmeka-
nism. Da denna uppstar berdknas granslasten enligt nedanstaende. Ur figur 3.3 kan
foljande samband stéllas upp [10]:

My  PL
—— = = M, 3.7
5 T (3.7)
Grénslasten P, kan 16sas ut vilket ger:
6M
P, = 3.8
- (38)
Detta ger granslasten da det ar ett storre varde én tidigare uppskattning. Skillnaden
16M,
mellan granslasten for den elastiska momentfordelningen, det vill séga P = YA
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6M,
och den sistndmnda med tva flytleder, P; = 7 ar 12.5 procent. Det bor tillaggas

att en stor avvikelse fran den elastiska momentférdelningen kréver mer av materi-
alet da det méaste deformeras mer for att mojliggéra momentomlagringen. Aterigen
namns att teorin kriaver att materialet tillater tillrdckligt stora deformationer [10].

I ovanstaende exempel antas balken vara utformad av samma material och dimen-
sioner ldngs hela ldngden, det vill siga samma tvarsnitt och flytmoment overallt.
Detta ar typiskt for en stalkonstruktion. Dock blir berdkningsgangen annorlunda
for en armerad betongkonstruktion, ddr man av olika anledningar armerar vissa
delar av balken mer. Flytmomentet varierar alltsa lings med balkens langd [10].

3.3.3 Kinematiska metoden

Den kinematiska metoden bygger pa det kinematiska teoremet. Det sdger att man for
en konstruktion kan berikna grianslasten genom att anta en brottmekanism. Lasten
man far fram dr da given pa den osdkra sidan, det vill sdga den rétta granslasten
eller hogre. Metoden kallas ofta mekanismmetoden [10].

I den kinematiska metoden tillaimpar man det virtuella arbetets princip, det vill
sdga man riknar inre och yttre arbete [5]. Arbete fas som ként av en kraft ganger
en stricka. Det yttre arbetet i vara berdkningar fas saledes som produkten av den
yttre lasten som belastar konstruktionen och forskjutningarna som den orsakar [2].

Ay=) P, (3.9)

Eftersom arbetet maste tas upp nagonstans stéller man dven upp ett uttryck for det
inre arbetet. Det ges av produkten mellan momentet i flytlederna och vinkeland-
ringen i dessa. For att 1osa ut granslasten sétts det yttre arbetet lika med det inre

_b\l/ ’ —

a) b) c)

Figur 3.4: a) Balkmekanism. b) Forskjutningsmekanism. ¢) Kombinerad mekanism.
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[10].
A=Y M., (3.10)
A=A, (3.11)

For att utnyttja grénslastteori enligt kinematiska teroremet méaste man ha kun-
skap om olika typer av mekanismer som kan uppsta. Till exempel kan konstruk-
tionen kollapsa genom olika elementarmekanismer eller kombinerade mekanismer.
Elementarmekanismerna kan vara av olika typer som till exempel balkmekanism el-
ler forskjutningsmekanism, se figur 3.4a och b dir dessa illustreras. En kombinerad
mekanism utgor en kombination av dessa enligt figur 3.4c. For att avgéra hur manga
olika oberoende mekanismer som kan uppsta i en konstruktion maste man forst av-
gora antalet mojliga flytleder, X, samt graden av statisk obestdmdhet, n. Antalet
mojliga oberoende mekanismer ges da av k = X —n [5].

Det som gor den kinematiska metoden nagot komplicerad &r att man maste hitta
den farligaste brottmekanismen, det vill sdga var flytlederna uppstar och hur kon-
struktionen kollapsar férst. Genom att stélla upp olika brottmekanismer och berékna
brottlasten for samtliga av dessa far man brottlasten som det lagsta av alla fram-
tagna varden. For att vara saker pa att man hittat brottmekanismen som ger légst
virde pa brottlasten, och alltsa inte antar att konstruktionen klarar en for hog last,
kan man kontrollera momentfordelningen. Om antagandet fran den statiska metoden
uppfylls, det vill siga om granslastmomentet inte overskrids i nagot tvérsnitt och
statisk jamvikt rader, har man hittat den sanna grénslasten. Enligt entydighetssat-
sen kan man alltsa konstatera att den sanna grianslasten hittats om man har funnit
en last som ger flytleder i sa manga punkter sa att en mekanism uppstar, samtidigt

e

L2 L2

Figur 3.5: En balk utsatt for en punktlast illustrerad © deformerat tillstand.
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som grianslastmomentet inte overskrids i nagot snitt och det rader statisk jamvikt

[10].

Nedan foljer ett exempel pa hur man berdknar gréanslasten med den kinematiska
metoden. Till att borja med stiller man upp alla tdnkbara brottmekanismer. Antag
att vi har en balk som &r fast inspdnd i ena &nden och ligger pa ett rullager i
den andra. Vi studerar fallet med en punktlast pa balkens mitt. I enlighet med
ovanstaende beskrivning har vi da antalet kritiska snitt X = 2 och graden av statisk
obestdmdhet n = 1. Antalet oberoende mekanismer som kan uppsta ar alltsa en, i det
hér fallet en balkmekanism. Balken kommer att ga till brott da tva flytleder uppstatt,
en under punktlasten och en intill viggen. I figur 3.5 visas balken i deformerat lége.

Som namnts tidigare gar metoden ut pa att bestdmma inre och yttre arbete. Under
forutsdattningen att vinkeln &r liten kan nedbdjningen under punktlasten tecknas
som halva balkens lingd ganger vinkeldndringen. Det yttre arbetet blir saledes:

LP;
2

A, =6 (3.12)

Det inre arbetet ges av vinkeldndringen ganger momenten i motsvarande led. Det
totala inre arbetet blir pa sa vis:

A; = OM, + 20M, (3.13)

Eftersom det inre arbetet maste vara lika med det yttre fas foljande virde pa gréins-
lasten:

A, = A (3.14)
LP,
0= S = OM, + 20M, (3.15)
6.M
P, = 1
7 (3.16)

Man kan jamfora det framriknade viardet pa grénslasten fran den kinematiska me-
toden med virdet som berdknats med den statiska metoden. Dessa 6verensstammer
vilket innebér att det korrekta vérdet pa grinslasten hittats [2].

3.4 Tillampningsexempel

3.4.1 Exempel 1: Balk belastad med en punktlast

Det forsta exemplet som undersoks mer ingaende utgors av en balk som ligger pa ett
rullager i ena dnden och &r fast inspénd i den andra, se figur 3.6. I beskrivningen for
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Figur 3.6: Balk belastad med en punktlast.

den kinematiska och den statiska metoden analyserades just denna konstruktionen.
Man kunde konstatera att metoderna gav samma gréanslast och att man alltsa funnit
det ratta viardet pa den. Som nédmnts tidigare ger den statiska metoden grénslasten
pa sikra sidan och den kinematiska metoden pa den osékra. For att illustrera detta
genomfors nagra fler berdakningar for den ovan ndmnda konstruktionen.

Statiska metoden

For att mer ingaende visa pa att den statiska metoden ger en grénslast pa den sidkra
sidan beréknas lasten for flera olika inspanningsmoment intill viggen. Som namndes
tidigare far man olika momentférdelningar beroende pa hur just detta viljs. Vi
beskriver det valda inspanningsmomentet som aM, diar 0 < a < 1. Det innebér att
inspdnningsmomentet varierar mellan noll och flytmomentet.

Lastfall | Lastfall Il
aMg
P
+ sl

AN HOA A NS
-aMs >

M(x) e

M(x)

Figur 3.7: Momentfirdelning med superposition.
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Figur 3.8: Statiska metoden, grinslast beroende pa valt inspdnningsmoment.

Man kan fa fram balkens momentdiagram genom superposition av moment orsakat
av inspanningsmomentet och punktlasten, se figur 3.7. Momentet i punkten direkt
under lasten ges av uttrycket:

P,.L ol
4 2

Mmitt - (317)

Da det antas uppsta en flytled under punktlasten séitts M,,;;; = M,, det vill sidga
flytmomentet nas i den punkten. Nu kan P; 16sas ut uttryckt i a, L och Mj:

P,L  aM;
M, = — 3.18
1 5 (3.18)
My(4+2
P, = % (3.19)

Om man later o variera mellan noll och ett far man virden pa grénslasten som

4 M, 6M, ) . A
varierar linjart fran 7 till . Detta visar alltsa pa att grénslasten alltid ar
mindre eller lika med det sanna vérdet, P, = TS’ se figur 3.8.

Kinematiska metoden

Nedan visas genom exempel 1 att den kinematiska metoden faktiskt ger en granslast
som ar pa den osdkra sidan. For just det har exemplet ar det uppenbart var fiytleder
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kommer att uppsta, ndmligen under punktlasten och intill viggen. I svarare fall ar
det dock inte sjalvklart var flytlederna uppstar. Vi berdknar darfor med hjilp av
kinematiska metoden hur brottlasten beror av var flytleden uppstar i filtet. Det
gors genom att stilla upp tva samband, ett for nar flytleden ar pa vénster sida om
punktlasten och ett da den &r pa hoger sida.

Antag till att borja med att flytleden uppstar pa vinster sida om punktlasten.
Konstruktionen visas i deformerat lage i figur 3.9. Vi vill finna ett uttryck for vinkeln
B i vinkeln 6, vilket gors nedan. I berdkningarna forutsétts vinkeln 6 vara liten vilket
medfor tan 6 ~ 6.

a =06z (3.20

a=pB(L—ux) (3.21)
Ox

= =a (3.22)

Nu kan vi uttrycka b som en funktion av x och 6.

bZB_L: OxL

5 m (3.23)

Det yttre och inre arbetet kan nu bestdmmas.
A, =FPb= PS% (3.24)
A; = OM, + (0 + B)M, = M0 (2 1 - x)> (3.25)

Satter man det yttre arbetet lika med det inre kan ett uttryck for grénslasten losas
ut. Vardet pa granslasten, P;, beror pa flytledens lage x = oL, dar 0 < o < 0.5.

Figur 3.9: Balk ¢ deformerat lage dir flytleden ligger till vanster om punktlasten.
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p=—2""2 (3.26)

Motsvarande berakningar gors men med antagandet att flytleden uppstar pa hoger
sida om punktlasten enligt figur 3.10.

a =06z (3.27)
a=pB(L—1) (3.28)
Ox
= 3.29
N (329)
Vi uttrycker b som en funktion av 6.
0L
b= - (3.30)

Det yttre och inre arbete bestams nedan:

A, :PSbZPS%L (3.31)
T
A, =0M My = MO |2 .32

Yttre arbetet sitts lika med det inre varpa nedanstaende uttryck for grénslasten,
Py, ges. Viardet beror pa flytledens lige z = oL, dir 0.5 < a < 1.

p, = s <4+ 20 ) (3.33)

Figur 3.10: Balk i deformerat ldge ddr flytleden ligger till hoger om punktlasten.

27



48

42

(ML)
(%] W
o (8)]

s

18

Grénslast P /

12

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Flytledens lage a

Figur 3.11: Kinematiska metoden, grinslasten beroende pa flytledens ldge.

Med hjalp av ekvation 3.26 och 3.33 fas kurvan i figur 3.11. Pa z-axeln anges laget

S

for flytleden uttryckt i o, dar o = % P& y-axeln anges granslasten uttryckt i P/ 7

6M
Fran figuren kan man se att grianslasten &r ligst vid o = 0.5 dér den &r P = :

Det &r den ratta granslasten. For dvriga lagen pa flytleden fas ett for hogt vérde
pa granslasten, vilket ar precis det som det kinematiska teoremet sdger. Man far
granslasten berdknad pa den osdkra sidan.

Inkrementell formulering

For att berdkna granslasten med hjialp av Matlab och funktioner i Calfem mas-
te vi forst stélla upp en berdkningsmodell. Det gors med beteckningar och tillvé-
gagangssatt som forklaras i boken Strukturmekanik skriven av Ola Dahlblom och
Karl-Gunnar Olsson [4]. Det som beskrivs i den boken tillimpas &ven i det fortsat-
ta arbetet. Se berdkningsmodell for exempel 1 i figur 3.12. Den byggs upp av tva
balkelement och tva rotationsfjadrar. En av rotationsfjadrarna ér placerad i punk-
ten intill vaggen och en direkt under punktlasten. Anledningen till att de placeras

ut ar att kunna modellera uppkomsten av flytleder. Initialt ges rotationsfjadrarna
4E1
en hog styvhet ky = 1063—L. For konstruktionen infor vi att elasticitetsmodulen

E = 10*, tvirsnittsarean A = 100, troghetsmomentet I = 1, flytmomentet M, = 1
och balkens totala langd L = 1.

For modellen behdvs 11 frihetsgrader. Elementindelning och frihetsgradsnumrering
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Figur 3.12: Berdkningsmodell.

anges i figur 3.12. Topologimatrisen for balkelementen respektive rotationsfjadrarna
anges nedan:

Topologimatris balkelement= B é

Topologimatris rotationsfjadrar= [i 3 ;L]

I enlighet med strategin Forward Euler sker en successiv palastning. Vi véljer ett
lastinkrement AP = 1072 N. Eftersom lasten verkar i frihetsgrad ag, men motsatt
positiv riktning, fas den inkrementella lastvektorn till:

Af, =

|
e}
—_
3

[\

Genom att forst skapa elementstyvhetsmatriser och assemblera dem fas den globala
tangentiella styvhetsmatrisen Ky. Med hjalp av den och den inkrementella lastvek-
torn berdknas de inkrementella forskjutningarna Aa med hjilp av ekvation 3.2.

De inkrementella momenten i rotationsfjadrarna fas till:

AM? = —0.0019 Nm
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AM* = 0.0016 Nm
Efter 534 palastningar &r momenten i rotationsfjadrarna:

M3 = —0.0019 - 534 = —1.0146 Nm
M* = 0.0016 - 534 = 0.8544 Nm

Eftersom flytmomentet 6verskrids i element 3 reduceras styvheten i den rotationsfja-
dern. Vi infér k3 = 0. Eftersom det hir péverkar den tangentiella styvhetsmatrisen
berdknas en ny reducerad styvhetsmatris Kp. Eftersom determinanten av K &r
storre an noll fortsédtter palastningen.

Med den nya styvhetsmatrisen K7 som tar hdansyn till den reducerade styvheten i
element 3 fas de inkrementella momenten i rotationsfjadrarna till:

AM? =0 Nm
AM* = 0.0025 Nm

Efter 601 palastningar &r momenten i rotationsfjadrarna:

M3 = —1.0146 Nm
M* = 0.8544 4 0.0025 - (601 — 534) = 1.0219 Nm

Nu overskrids flytmomentet dven i element 4, det vill sdga i rotationsfjidern un-
der punktlasten. Eftersom tva flytleder utvecklats i konstruktionen bildas nu en
mekanism och palastningen avslutas. 601 palastningar motsvarar granslasten P, =
6.0175, vilket &ar ett varde nagot hogre &n det sanna. Om man genomfér berdkning-

en med mindre lastinkrementen ser man dock att det ndrmar sig det exakta virdet,

M
P, =6—".
L

[ figur 3.13 visar den heldragna linjen last/forskjutningssambandet for frihetsgrad ag
under en successiv palastning. Den streckade linjen i samma figur visar granslasten
framtagen med den statiska och kinematiska metoden.

Man kan i samma figur se att den berdknade maxlasten, Py, ar cirka 12% storre an da
den forsta flytleden uppstar. Med andra ord; grianslastberdkningar ger en barférmaga
som ar 12% hogre an elasticitetsteoretiska berakningar for den héir konstruktionen.

3.4.2 Exempel 2: Balk belastad med en utbredd last

Vi fortsétter i exempel 2 att studera en balk som ar upplagd pa ett rullager i ena
anden och fast inspand i den andra. Nu belastar vi den dock med en jamnt utbredd
last, se figur 3.14. Det som gor berdkningarna mer komplicerade &r att man inte
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Figur 3.13: Den heldragna linjen visar last/forskjutningssamband for den vertikala
forskjutningen mitt pa balken vid en successiv palastning. Den streckade linjen visar
granslasten framriknad med statiska och kinematiska metoden.

direkt vet laget for flytleden mellan upplagen.

Statiska metoden

Laget for flytleden i falt beror pa ldget av det maximala faltmomentet. Det forsta
vi gor ér att dela upp berdkningsmodellen i tva olika lastfall, se figur 3.15.

Under respektive lastfall visas motsvarande momentdiagram. For att undersoka i
vilket ldge langs balken som faltmomentet &r som storst stéller vi upp en ekvation

Qs

LM, 2

Figur 3.14: Balk belastad med en utbredd last.
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Figur 3.15: Momentfordelning med superposition.

som beskriver momentet beroende pa laget = dar 0 <z < L.

Momentdiagrammet i figur 3.15, lastfall I, ger sambandet:

My(z) = —M, + MS% (3.34)
For lastfall IT &r momentférdelningen inte linjér. For att fa fram det exakta samban-

det frilaggs balken enligt figur 3.16. Upplagskrafterna R4 och Rp kan med jamvikt

Lo . .
berdknas till R4 = R = q2 . Utifran ett frilagt snitt av balken fas momentet

beroende pa laget, x, som:

ds Gs
V(x}j Mix)
Ra I As Ra

I >

Figur 3.16: Berdkning av upplagskrafter och momentfordelning for lastfall II i figur
3.15.
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Genom att kombinera dessa fas det totala momentet beroende pa laget x som:

(3.35)

M(x) = My(x) + My (z) = M, (% ~1) + L (L -7 (3.36)

Deriverar man uttrycket for M (z) med avseende péa z och sétter derivatan lika med
noll hittas virdet pa x da momentdiagrammet har sitt faltmaximum.

MS S
M(z) = <" + %(L —22) =0 (3.37)
M, + L (3.38)
r = - .
Lqg, 2

dar x motsvarar laget pa flytleden i falt med kravet 0 < z < L.

Genom att sdtta in det hér virdet pa z i ekvation 3.36 fas momentet i laget dar
flytleden, vid en tillrackligt hog last, kommer att uppsta. Vi forutbestammer déarfor
vardet pa momentet i det laget till flytmomentet, M, och kan pa sa sitt 16sa ut
granslasten ;.

M. L 2
M, L =+ 3 M, L M L
M S+_ = M, M_l _|_% L S+_ _ 5_|__ = M,
Lqg. | 2 L 2 L. | 2 Lq. 2

(3.39)
Loser man ut gs ur ovanstaende ekvation far man tva 16sningar:
6M, M

M M, N
Man far alltsa ut att ¢, = 11.66ﬁ eller ¢, = 0.34F. Kontrollerar man vardet

M . : " .
qs = 0.34F i ekvation 3.38 ser man att man far ett virde pa x = 3.44L. Det

uppfyller ej kravet 0 < x < L och losningen forkastas déarfor. Gréanslasten ges alltsa

M, . : : .
av qs = 11.66F vid ldget x = 0.586L. I figur 3.17 visas momentférdelningen i

balken vid denna last.

Kinematiska metoden

For den kinematiska metoden 16ses detta exempel genom att man ritar upp balken
i deformerat tillstand enligt figur 3.18. Flytleden i filtet antas ligga pa en strécka
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Figur 3.17: Statiska metoden, momentfordelning vid grinslasten q,.

x1 fran hogerkanten av balken. Vinklar och avstand som anvénds i berdkningarna

bestams forst. For att kunna berdkna inre och yttre arbete inférs avstandet § samt
vinkeln f.

o
= A1
tan 0 A (3.41)

For sma vinklar fas att tan 6 ~ 0. Detta ger:

d=0(L— 1) (3.42)

0
tan f = — (3.43)

T1

Figur 3.18: Balk utsatt for en utbredd last, illustrerad i deformerat ldge.
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Pa motsvarande siatt som tidigare antas sma vinklar vilket ger tan 5 =~ .

= (L — 1) (3.44)

1

Nu nér alla vinklar och nedbojningar ar uttryckta i L, x och 6 kan det inre och
yttre arbetet beréknas. Det yttre arbetet ges av lasten ganger utbdjningen enligt
ekvation 3.9.

) )
Ay = qs<L — 1’1)5 + qsx1§ (345)
A, = qsLM (3.46)

Det inre arbetet ges av vinkeldndringen ganger momentet enligt ekvation 3.10.

A; = M0+ M, (6 + B) (3.47)
Ay = MO+ M, ((9 + @) (3.48)
Ay = M9 (2 + (L;—x1)> (3.49)

I enlighet med ekvation 3.11 sdtts det yttre arbetet lika med det inre varpa féljande
erhalls och grénslasten ¢, kan 16sas ut.

qsLM = M.,0 (2 + (L;—fm) (3.50)
qs = % <ﬁ + x%) (3.51)

Eftersom x = L —x; kan man byta ut x; i ekvationen ovan och istéllet fa ett uttryck
for grianslasten beroende pa flytledens ldge x fran vinsterkanten. Vi kan vidare skriva
omz=calLdir0<a<l.

_ Mo (4 + 2 (3.52)
=72 \a (1—a) '
I figur 3.19 visualiseras granslasten ¢,. Pa z-axeln anges flytledens ldge o, dar a = E,

L

M, .. . . .
pa y-axeln anges granslasten i ¢/ Tz Kinematiska metoden ger granslasten pa den

M
osakra sidan, varfor det lagsta virdet utldses och fas till ¢; = 11.66—. Jamfor man

den statiska och kinematiska metoden ser man att samma vérde fas, man har alltsa
hittat den ratta granslasten.
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Figur 3.19: Kinematiska metoden, grinslasten beroende pa flytledens ldge.

For elasticitetsteoretiska berdkningar, dar man kombinerar elasticitetsteori med ett
antagande om sprott brott vid momentet M,, antar man att konstruktionen gar
till brott sa fort det momentet uppnas i det hogst belastade snittet. Momentet,
M, uppnas forst intill viggen i den fasta inspdnningen. Det sker vid lasten ¢ =

8 L; [8]. Grénslastberdkningar ger alltsa en bérformaga som &ar cirka 45% storre &n

elasticitetsteoretiska berdakningar i det har fallet.

Inkrementell formulering

Eftersom vi inte vet det exakta laget for flytleden i féltet kan vi inte genomfora en
Calfem-berakning da vi ej vet var vi ska sétta in en rotationsfjader. Detta undersoks
narmare i kapitel 5.

3.4.3 Exempel 3: Ramverk belastat med tva punktlaster

Den tredje konstruktionen som undersoks skiljer sig fran foregaende da den utgor ett
ramverk. Ramen &dr belastad med tva krafter som bada ar av storleken P,. Ramen
ar uppbyggd av samma material med flytmomentet M. Sidorna &r lika langa och
har lingden L. Konstruktionen visas i figur 3.20.
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Figur 3.20: Ramuverk belastat med tva punktlaster.

Statiska metoden

Nar man analyserar ovanstaende konstruktion med den statiska metoden maste man
gora vissa antaganden. Konstruktionen &r trefaldigt statiskt obestdmd. Genom att
bestdmma momentet i tre punkter ges resten av momentdiagrammet dérefter enligt
jamvikt.

Vi gor antagandet att Mg = 0, Mo = M, och Mp = M,. For att bestamma mo-
mentet i lage F nyttjas superposition enligt figur 3.21.

Mgl
. B E cC
B E C > + >
M Pol/d } e Y
M(X) k 4
M(x)

Figur 3.21: Momentfordelning enligt superposition for ramverkets horisontella del.
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For att bestdmma momentet i A behover vi bestdmma upplagskrafterna i D. Det
gbrs genom tre frildggningar och berdkningarna nedan.

Mp = —

(3.53)

Ur frilaggningen i figur 3.22a kan upplagskraften Hp 1sas ut:

C:HpL+ M, +M,=0 (3.54)
2M,
Hp= -~ (3.55)

Fran frilaggningen i figur 3.22b kan upplagskraften Vp 16sas ut:

L
B: —Ps§+MS+HDL+VDL:0 (3.56)
M, P
Vp = D) (3.57)

Tar man slutligen moment runt punkten A kan momentet M, bestdmmas:

P, L
AZMA— —PSL+VDL+M5:0 (358)
My = P,L —2M;, (3.59)
V, Ve
oy fele Ple "
6 Hc N B E C
D D A D
Hp Hp é?-.—b Ha é?\—b Hp
Ms™>! Vp MSG Vo My Va Ms™ vp
a) b) 0

Figur 3.22: Frildggning av ramverket uppdelat 1 olika delar.
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I enlighet med det statiska teoremet far flytmomentet inte 6verskridas i nagon punkt.
Darfor infors kravet att framtagna momenten My och Mg maste vara mindre eller
lika med flytmomentet M.

M, P.L
M.
P, <6— 61
<6 (3.61)
My = P,L — 2M, < M, < M, (3.62)
M,
P, <3 (3.63)

s

Da bada dessa villkor maste uppfyllas véljs det lagsta vardet, P, = 3 7 Detta &r

granslasten framridknad pa den sidkra sidan.

Kinematiska metoden

Néar man berdknar granslasten for exemplet ovan med den kinematiska metoden
borjar man med att analysera vilka olika brottmekanismer som &ar mojliga. 1 figur
3.23 sammanstélls dessa. Figur 3.23a visar en balkmekanism, figur 3.23b visar en
forskjutningsmekanism och figur 3.23c en kombination av dessa. For att kunna avgo-
ra vilken av dessa som ger den lagsta, och ddrmed mest korrekta, grinslasten maste
man undersoka alla fallen var for sig.

Vi borjar med att anta att konstruktionen kollapsar som en balkmekanism enligt
figur 3.23a. Det yttre och inre arbetet bestams utifran foreskrivna vinklar. Forskjut-
ningen, §, under punktlasten i mitten pa ramverket tas fram under férutsattningen
att vinkeln 6 &r liten sa att tanf = 6.

L

oL
A; = M0 + M,20 + M, (3.66)

Satter man sedan det yttre arbetet lika med det inre erhalls granslasten for balkme-
kanismen:

0L
M

P, =28 3.68
7 (3.68)
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b)

c)

Figur 3.23: Mojliga brottmekanismer.
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Gar man vidare och understker nésta brottmekanism, det vill sdga forskjutnings-
mekanismen som visas i figur 3.23b, erhalls pa motsvarande sétt nedanstaende be-
rakningar.

§=0L (3.69)
A, = POL (3.70)
A = M0 + M0 + M0 + M0 (3.71)
POL = AM,0 (3.72)
M
P, =4 3.73
7 (3.73)

Slutligen undersoks den kombinerade brottmekanismen som visas i figur 3.23c.

0L
A; = MO + M,20 + 2M,0 + M0 (3.75)
3
5 P0L = 6M,0 (3.76)
M.
P, =4— .
7 (3.77)

Utifran ovanstaende berdkningar kan man konstatera att grianslasten beriknad pa

M,
den osdkra sidan ger P = 47 da detta ar det lagsta av de tre framtagna vérdena.

Jamfor man detta med virdet framtaget med den statiska metoden ser man att
detta &r nagot hogre. Den sanna grénslasten ligger alltsa nagonstans mellan dessa

M M
drden, 3— < P, < 4—=°.
varaen, L ~ ~ L

Inkrementell formulering

Beriakningsmodellen byggs upp av 4 balkelement och 5 rotationsfjidrar med num-
rering och riktning enligt berdkningmodellen i figur 3.24. Rotationsfjadrarna ges en

hog styvhet ky = 106—L. Da flytmomentet Gverskrids i nagot element reduceras

denna styvhet till ky = 0. For konstruktionen infér vi elasticitetsmodulen F = 104,
tvéirsnittsarean A = 100, troghetsmomentet I = 1, flytmomentet M; = 1 och bal-
kens sidlangder L = 1.

For modellen behovs 20 frihetsgrader. Topologimatrisen for balkelementen respek-
tive rotationsfjadrarna anges nedan:
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Figur 3.24: Berdkningsmodell.

1 2 3 5 6 7

1
' _ 2 17 18 19 13 14 16
Topologimatris balkelement— 35 6 8 9 10 11
4

9 10 12 13 14 15

5 3 4
6 7 8
Topologimatris rotationsfjadrar= |7 11 12
8§ 15 16
9 19 20

Det sker en successiv palastning med ett lastinkrement AP = 1072N. Lasten ver-
kar positivt i frihetsgrad as samt i a;9 med negativ riktning. Den inkrementella
lastvektorn ges saledes av:
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Afy = 1072

Den globala styvhetsmatrisen K7 tas fram och med hjalp av den och den inkre-
mentella lastvektorn beréknas de inkrementella forskjutningarna Aa med hjilp av
ekvation 3.2.

De inkrementella momenten i rotationsfjadrarna fas till:

AM?® = 0.0026 Nm
AM® = 0.0013 Nm
AMT™ = 0.0017 Nm
AM?® = —0.0028 Nm
AM? = 0.0032 Nm

Efter 313 palastningar &r momenten i rotationsfjadrarna:

M°® =0.0026 - 313 = 0.8138 Nm
M°® =0.0013 - 313 = 0.4069 Nm
M7™=10.0017 - 313 = 0.5321 Nm
M8 = —0.8764 - 313 = —0.8764 Nm
M? =0.0032 - 313 = 1.0016 Nm

Eftersom flytmomentet 6verskrids i element 9 reduceras styvheten i den rotationsfja-
dern, vi infér med andra ord k) = 0. Det héir péverkar den globala styvhetsmatrisen.
Beraknas en ny reducerad styvhetsmatris ser man att determinanten av den ar storre
an noll, vilket innebér att palastningen fortsitter. De nya inkrementella momenten
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i rotationsfjddrarna berdknas och samma berdkningsgang upprepas. Processen fort-

siatter pa samma satt tills dess att konstruktionen bildar en mekanism. Detta sker
M

7

efter 400 palastningar, varfor granslasten P; ges av P; = 4

[ figur 3.25 visar den heldragna linjen last/forskjutningssambandet for frihetsgrad
a1p under en successiv palastning. Den punktade respektive streckade linjen i samma
figur visar granslasten framtagen med den statiska respektive kinematiska metoden.

JM L)
w B~
i

Granslast P/
]

—
T
1

0 1 | | 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

Forskjutning -a,  [m] %107

Figur 3.25: Den heldragna linjen visar last/forskjutningssamband for den vertikala
forskjutningen under punktlasten pa ramverkets horisontella del. Den punktade re-
spektive streckade linjen visar grinslasten framriknad med den statiska respektive
kinematiska metoden.

Man kan i figur 3.25 se att den beraknade maxlasten, Py, ar cirka 27% storre an da
den forsta flytleden uppstar. Med andra ord; granslastberdkningar ger en barférmaga
som ar 27% hogre an elasticitetsteoretiska berakningar for den héir konstruktionen.
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Kapitel 4

Granslastberakningar for
tvadimensionella
konstruktionselement

4.1 Introduktion

I kapitel 3 presenteras grianslastberdkningar for endimensionella konstruktionsele-
ment. Med grénslastteori &r det da den statiska och kinematiska metoden som
tillampas. Konstruktionerna flyter i punkter. Har man ett tvadimensionellt konstruk-
tionselement, som exempelvis en platta, flyter konstruktionen istéllet langs linjer.
Nedan presenteras tva metoder baserade pa granslastteori for tvadimensionella ele-
ment. Strimlemetoden baseras pa det statiska teoremet och brottlinjemetoden pa
det kinematiska teoremet.

4.2 Strimlemetoden

Strimlemetoden utvecklades i mitten av 1950-talet och grundas pa det statiska te-
oremet. Metoden ger berdkningar pa den sékra sidan och &r ténkt att anvindas
vid dimensionering av armerade betongplattor. Den bygger pa att man tar fram en
momentfordelning som uppfyller jamviktsvillkoren. Man armerar darefter plattan
utifran denna [7].

For rektangulédra plattor som ar upplagda langs alla sidor kan den enkla strimleme-
toden anvéndas. Det forsta man gor ér att markera ut de sa kallade begransnings-
linjerna. Langs dessa antas tvirkraften vara noll. For att bestdmma hur dessa gar
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Figur 4.1: Avgrdnsningslinjer och barande riktningar for respektive plattelement.

kan man folja vissa riktlinjer. Om plattan ar fast inspénd langs tva sidor som mots i
ett horn ska begridnsningslinjen fran det hornet dras med lutningen 1:1, alternativt
nagot néarmre den kortare sidan. I ett horn av plattan dér tva sidor som bada ar fritt
upplagda mots ska begransningslinjen ritas ut markant narmre den kortare sidan.
Ar det ett horn med en sida som #r fast inspénd och en som #r fritt upplagd ska be-
gransningslinjen dras mycket ndrmre den fritt upplagda sidan. Begransningslinjerna
for en rektangulédr platta moter varandra i tva punkter, se figur 4.1. Mellan dessa
dras en rak linje som oftast blir parallell med plattans langsida |7].

Med hjélp av begransningslinjerna delas plattan in i olika plattelement, se figur 4.1.
Lasten pa respektive del antas baras upp i endast en armeringsriktning. Riktningarna
som de olika delarna bér last i har markerats med pilar i figur 4.1 [7].

Varje plattelement delas déarefter in i smala strimlor lings med den riktning som
de antas bara last i. Inget vridmoment verkar i dessa strimlor. Varje strimla kan
ses som en balk. Antag forst att vi studerar en strimla markerad med rétt enligt
figur 4.1. Inspéanningsmomenten langs infdstningen respresenteras av mg; och mygs.
Om hela plattan utsétts for en jamnt utbredd last ¢ fas &ven en jamnt utbredd
last ¢ pa varje balk. Delar man balken precis dar tviarkraften ar noll fas tva delar
med en frildggning enligt figur 4.2. Differensen mellan inspanningsmomentet och det
maximala filtmomentet kan uttryckas enligt ekvationen nedan |[7].

qc?
me— Mg = —

> (4.1)

Det vanliga fallet ndr man snittar plattan dr dock inte att strimlorna fran tva plat-
telement mots utan att det ar en obelastad del i mitten, se den grona markeringen
i figur 4.1. Man far da en strimla som kan ses som en balk med en utbredd last
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Figur 4.2: Friliggning av rodmarkerad strimla © figur 4.1.

enligt figur 4.3. Tvéirkraften ar enligt antagna begréansningslinjer noll dér balken &r
obelastad. Det medfor att momentet m; ar oférédndrat éver den langden. Differensen
mellan inspanningsmomentet och det maximala faltmomentet ges av samma ekva-
tion som ovan, ekvation 4.1, utifran friliggningen i figur 4.3. Det som skiljer sig &r
langden ¢ [7].

q q

3 v

Msq C < v D Mgz
HOA

L
. . q M
Ms1 q ' . 52
g .
| 1 i hD)
- ' Vo ) E Z\
| | | |
Cy c2

Figur 4.3: Frildggning av gronmarkerad strimla @ figur 4.1.
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Vi har nu bestamt skillnaden mellan inspdnningsmoment och maximalt faltmoment
for de olika strimlorna. Vi vill bestimma ett medelmoment per breddmeter for de

olika plattelementen. Antag forst ett rektanguldrt plattelementet enligt figur 4.4a.
Medelmomentet per breddmeter dr da konstant:

2
my —mg = % (4.2)

Om plattelementet utgors av en parallelltrapets enligt figur 4.4b far man hitta ett
uttryck for varje balkstrimma som beror pa ¢ och [. Genom att kombinera detta
med ekvation 4.1 far man fram att det totala medelmomentet for plattdelen ges av:

2
qc (1 + 21
% (4.3)

Plattelementen som vi har representerade i figur 4.1 utgors av just tva parallelltra-
petser samt tva specialfall dar [; = 0. Det totala medelmomentet per breddmeter

myy—mg =

a) | | g
N
N .
) s
I!'-D '
E < — E
g L— bl
C
b) | | q
N
N Il _ __ """""""""""""""""""
TR F
Em _é "1 ’
é- —-"'—-_-’--—, _____________
C

Figur 4.4: Moment, my — mg, beorende pd plattelementens form. a) Rektanguldrt
plattelement. b) Parallelltrapetsformat plattelement.

48



for ett sadant specialfall, det vill sdga ett trianguléart plattelement, ges av:

qc?
me— Mg = —

4.4
- (44)
Nér medelmomentet bestdmts gors en momentférdelning i sidled. Anledningen till
detta ar att momentet oftast dr som storst for strimlorna i mitten och mindre for
dem utat kanterna, se fordelningen i figur 4.4b. Har man ett medelmoment, m,,, kan
man stélla upp foljande villkor for tva nya moment [7]:

Mapl = Mg, 11 + Mma,lo (4.5)
mcw
my, = = 4.6
TR EE-D (10
. mg, q- .
Forhallandet brukar valjas till = eller —.
mg, 2 3

Om man inte har en platta som bérs upp ldngs med hela sidor, utan istéllet kanske
halls upp med hjélp av pelare, kan inte den enkla strimlemetoden anvéndas. Da far
man tilldimpa den avancerade strimlemetoden. Eftersom det hir arbetet endast syf-
tar till att grundldggande belysa olika metoder for grénslastberikningar analyseras
endast den enkla strimlemetoden. Onskas vidare ldsning hinvisas till litteratur om
strimlemetoden, sa som Strip Method Design Handbook skriven av A. Hillerborg
[7].

4.3 Brottlinjemetoden

Brottlinjemetoden bygger pa det kinematiska teoremet, med andra ord ger den alltsa
en brottlast pa den osékra sidan. Det innebéar att virdet man far fram &ar en for hog
skattning av brottlasten eller den sanna |3].

Betongkonstruktioner &r ofta armerade for att forbattra hallfastheten i drag. Beroen-
de pa armeringsméngden brukar man konstatera att ett tvirsnitt ar normalarmerat,
balanserat eller Gverarmerat. I 6verarmerade tvarsnitt gar konstruktionen till brott
pa grund av tryckbrott i betongen, vilket innebér att stalet inte uppnar flytmo-
mentet [§]. Betongplattor dr dock vanligen med god marginal normalarmerade. Det
innebér att armeringsstalet borjar flyta innan betongen gar till brott. Nar flytmo-
mentet uppnas paverkas betongplattans styvhet och en omférdelning av moment
sker. Da lasten fortsétter att 6ka kommer betongplattan att deformeras ldngs de sa
kallade brottlinjerna [12].

Vi forutsatter vidare att vi har en normalarmerad betongplatta. Innan betongen gar
till brott borjar saledes stalet att flyta eftersom vi antar ett elastiskt-idealplastiskt
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material. Materialet kommer att flyta langs speciella linjer, brottlinjerna. De utgor
ett sammanhéngande monster och delar in plattan i olika segment. Lings med dessa
linjer sker en vinkeldndring. I 6vrigt antas segmenten forbli plana och odeformerade.
I brottlinjerna verkar moment och tvarkrafter. Med hjélp av kinematiska berdkningar
kan man bestdmma brottlasten for konstruktionen utifran detta [11].

For att genomfora berdkningar enligt denna metoden maste man forst gora ett
antagande om brottlinjefiguren. Eftersom metoden ar baserad pa det kinematiska
teoremet ar det lampligt att testa flera olika alternativa brottlinjefigurer for att hitta
den som ger ldgst virde pa gréinslasten. Viljs en felaktig modell kan konstruktionen
armeras for lite eller dess barférmaga 6verskattas. Det finns med anledning av detta
bestdmmelser om anger att man ska vara véldigt noggrann vid bestammandet av
brottlinjefigur [11].

For enkla konstruktioner ar det oftast uppenbart var brottlinjerna kommer att upp-
sta. I mer avancerade konstruktioner med annorlunda upplagsvillkor kan det dock
vara svarare att lokalisera dessa. Brottlinjefigurens utseende beror pa lasten och dess
utbredning samt upplagsvillkor. Man skiljer pa positiva och negativa brottlinjer, dér
positiva innebér drag i underkant och negativa drag i ovankant. Det har paverkar
var i tvirsnittet man behover extra armering [12|. Ett exempel pa brottlinjefigur
visas i figur 4.5.

Figur 4.5: Exempel pa brottlinjefigur enligt brottlinjemetoden.

Nar brottlinjefiguren bestdmts kan man berékna brottlasten med det virituella ar-
betets princip. Vart att notera igen &ér att metoden ger lasten pa den osékra sidan.
Dimensionerar man nagonting med brottlinjemetoden bor man déarfér vara medveten
om att det kan innebéra att man far en for liten méngd armering. Brottlinjemetoden
ar av den anledningen kanske béast lampad for kontrollberdkningar av brottsidkerhet
[12]. For en mer ingdende beskrivning hénvisas till litteratur som till exempel Be-
tonghandboken [11].
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Kapitel 5

Utveckling av berakningsmetod 1
Calfem

5.1 Problembeskrivning

I avsnitt 3.3.2 konstateras att det finns brister med den presenterade strategin for en
inkrementell formulering som presenteras i avsnitt 3.1. Den utgar fran att man pa
forhand for in rotationsfjadrar med en hog styvhet dér flytleder kan uppsta. Dessa
ldgen ges typiskt av fasta inspanningar, ramhorn och under punktlaster. Nér vi har
en utbredd last blir det dock svart att tillimpa denna strategi da det inte langre
ar uppenbart var konstruktionen kommer att flyta. Nedan foljer en utveckling av
strategin i Calfem dar man kan berdkna granslasten &ven for konstruktioner utsatta
for utbredda laster.

5.2 Framtagning av generell strategi

5.2.1 Program som for in rotationsfjadrar

Syfte

Antag att vi har en konstruktion som &ar utsatt for en jamnt utbredd last. Eftersom
vi inte vet i vilka punkter vi ska infora rotationsfjadrar vill vi istéllet fora in valdigt
manga pa det belastade balkelementet. Dessa delar in balkelementet i flera mindre
element. Inférandet av rotationsfjadrar paverkar saledes topologimatrisen for bade
balkelementen och fjaderelementen. Vidare paverkas d&ven matriserna som beskriver
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de olika elementen; epl, ep2, ex samt ey. Ett program har utvecklats for att infora
ett valt antal rotationsfjadrar pa ett visst element. Det beskrivs mer i detalj nedan.

Indata och utdata

Indata till programmet ges av den ursprungliga berikningsmodellens topologimatris
for balkelementen, Edof1, respektive rotationsfjadrarna, Edof2. Man anger balke-
lementens elasticitetsmodul, tvérsnittsarea och troghetsmoment i epl. I ep2 anges
rotationsfjadrarnas styvhet. Vidare ska man ange vilket element s som utsétts for en
utbredd last och hur manga rotationsfjadrar n som man vill inféra. Om det &ar flera
element som utsitts for en utbredd last borjar man med att kora programmet for
det hogst numrerade balkelementet. Sig till exempel att bade element tre och tva i
en viss modell har en utbredd last, da kors programmet forst for s = 3 och sedan
for s = 2. Det beror pa att inférandet av rotationsfjadrar ckar antalet balkelement
i modellen vilket paverkar numreringen av dem i topologimatrisen, Edof1.

Utdata fran programmet ges av de uppdaterade topologimatriserna Edof1 och
Edof?2. Vidare fas uppdaterade matriser innehallande balkelementens elasticitets-
modul, tvarsnittsarea och troghetsmoment i epl respektive rotationsfjadrarnas styv-
het i ep2. I matriserna ex och ey anges koordinater fér samtliga balkelement i den
uppdaterade berdkningsmodellen. I j anges antal frihetsgrader i den nya beréknings-
modellen.

[ Edofl , Edof2 ;epl ,ep2,ex,ey,j|=
nonlin (Edofl ,Edof2 ,s,epl,ep2,ex,ey,n)

Beskrivning av programmet

Programmet borjar med att avgora hur manga frihetsgrader f som den ursprungli-
ga modellen har genom att hitta det storsta vardet i topologimatriserna. Detta gors
for att veta vilket nummer de nya frihetsgraderna ska tilldelas. Man plockar &ven
ut vilka frihetsgrader element s &r kopplat till i start respektive slutnod, abeg och
aend. For att veta elasticitetsmodul, tvérsnittsarea och troghetsmoment fér balke-
lement s plockas riitt rad ut ur epl. Aven z- och y-koordinaterna for det aktuella
balkelementet s plockas ut.

f=max (max(Edofl (:)) ,max(Edof2 (:)));
abeg=Edofl (s,2:4);
aend=Edofl (s ,5:7);

epss=epl(s,:);
xs=ex (s ,:);
ys=ey(s,:);
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Programmet bygger upp en ny topologimatris, topl, som beskriver det valda ele-
mentet men indelat i flera nya element. Antag att vi infor n rotationsfjadrar, antalet
nya balkelement ges da av £ = n + 1. Antalet nya frihetsgrader som infors ges av
4n och det totala antalet frihetsgrader som nyttjas i den nya uppdaterade modellen
ar j = f + 4n. For att bygga upp topologimatrisen, topl skapas en vektor h som
innehaller de nya frihetsgrader som infors.

k=n+1;
j=f4n=4;
h=(f+1):j;

Storleken av topologimatrisen topl ges av k antal rader och 7 kolonner. Oavsett hur
méanga rotationsfjadrar n som vi véljer att fora in sd kommer topl(1,2 : 4) ges av
frihetsgraderna i element s startnod och topl(k,5 : 7) av frihetsgraderna i element
s slutnod.

topl=zeros (k,7);
topl(1,2:4)=abeg;
topl (k,5:7)=aend;

For ovriga element i topl hittas ett samband for vilka frihetsgrader ur vektorn h
som ska placeras in pa vilka platser i matrisen. Matrisen byggs upp med hjilp av en
for-loop. Forsta kolonnen i topl réttas till senare i programmet da topl slas ihop med
den ursprungliga topologimatrisen for att fa den nya matrisen Edof1 som beskriver
den uppdaterade berdkningsmodellen.

for i=1:n

topl(i+1,2:3)= h((4*1—3):(4*i—2));
topl (i+1,4)=h(4x1);

topl (1,5:7)=h((4xi—3):(4xi—1));
end

Efter att detta skett skapas topologimatrisen for de infoérda rotationsfjadrarna, top2.
Storleken pa denna ges av antalet rotationsfjaddrar n som rader och 3 kolonner. Fér
att fa in ratt varden i matrisen hittas ett samband for vilka frihetsgrader ur vektorn
h som ska placeras in pa vilka platser i topologimatrisen top2 som sedan byggs upp
med hjélp av en for-loop. Forsta kolonnen réattas till senare i programmet da top2
slas ithop med den ursprungliga topologimatrisen for att fa den nya matrisen Edof2
som beskriver samtliga rotationsfjadrar i den uppdaterade berdkningsmodellen.

top2=zeros(n,3);
for i=1:n
top2(1,2:3)=h((4xi—1):(4%i));
end
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Aven matriserna epl och ep2 maste anpassas efter att balkelement s delats in i
k nya balkelement. Samtliga nya balkelement k antas fa samma elasticitetsmodul,
tvarsnittsarea och troghetsmoment som s. Initialt ges alla nya rotationsfjadrar en
hog styvhet.

epsl=|epss(1)*xones(k,1) epss(2)*xones(k,1) epss(3)xones(k,1)];
eps2=4e6 /3xepss (1)xepss(3)xones(k,1);

Nér balkelement s delas in i k£ delar maste man vidare skapa en ny vektor som
beskriver x- och y-koordinater for dessa. Det gors genom att en vektor skapas in-
nehallande langden for s i x- respektive y-led uppdelade i k£ lika stora delar. Med
hjélp av en for-loop bestdms sedan ldngden for de k olika elementen och sparas i
xvec respektive yvec som bada dr matriser med storleken (k,2).

xh=linspace(xs(1),xs(2),k+1);
xvec=zeros (k,2);
for i=1:k

xvec(i,1:2)=[xh(i) xh(i+1)];
end

vh=linspace(ys(1),ys(2),k+1);
yvec=zeros (k,2);
for i=1:k

yvec(i,1:2)=[yh(i) yh(i+1)];
end

Nu har alla nya matriser for indelningen av element s byggts upp. Det som aterstar
att gora &r att sdtta ihop dessa med de ursprungliga matriserna ifran indatan for att
fa matriser som beskriver den nya uppdaterade berdkningsmodellen. Det férsta som
gors ar att skapa den uppdaterade topologimatrisen Edof1. Programmet ldgger in
topologimatrisen for indelningen, topl, pa rad s i den ursprungliga topologimatrisen.
Sedan korrigeras den forsta kolonnen som beskriver elementindelningen.

v=size (Edofl ,1);

edol =|];
for i=1:v
if i=—s
edol=|edol;topl |;
else
edol=|edol;Edofl(i,:)];
end
end

v=size (edol  1);
edol (:,1)=(1:v);
Edofl=edol;
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Pa motsvarande sétt slas dven xwvec ihop med ex, yvec med ey och epsl med epl.
Anledningen till att man inte ldgger in matriserna for indelningen i slutet av de
ursprungliga dr att raden i respektive matris som motsvarar elementet s ska ersattas
och med andra ord inte finnas kvar den ocksa.

v=size (epl, 1);

epol =|];
for i=1:v
if i=—s
epol=|epol;epsl |;
else
epol=|epol;epl(i,:)];
end
end
epl=epol;

v=size (ex,1);

exo =|];

for i=1:v
if i—s
exo=|exo;xvec |;
else

exo=|exo;ex(i,:)];

end

end

eX=eXo ;

v=size(ey,1);

eyo=|];

for i=1:v
if i=—s
eyo=[eyo;yvec];
else

eyo=|eyosey(i,:)];

end

end

ey=eyo;

For rotationsfjadrarna kan vi dock féra in den nya topologimatrisen top2, i slutet
av den ursprungliga. Numreringen for rotationsfjaddrarna kommer saledes att bli att
de ursprungliga rotationsfjidrarna behaller sin numrering och sen kommer varje ny
fjdder i tur och ordning som de infors. I den nya sammanslagna topologimatrisen for
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rotationsfjadrarna, Fdof2, korrigeras den forsta kolonnen som beskriver elementin-
delningen. For att fa fram den nya matrisen ep2 f6ljs samma princip.

Edof2=[Edof2;top2 |;
v=size (Edof2,1);
Edof2 (:,1)=(1:v);

ep2=|ep2;eps2 |;

Programmet aterfinns i sin helhet i bilaga A.

5.2.2 Program som beraknar granslasten
Syfte

Nu har vi alltsd utvecklat ett program som tar ett valt balkelement och gor en
indelning av detta samt infor rotationsfjadrar i noderna. Nedan beskrivs ett program
dar man enkelt kan dndra pa markerade indata for att berdkna gréanslasten for olika
berdkningsmodeller. Programmet bygger pa samma princip som i beskrivningen i
avsnitt 3.1, det vill sdga en inkrementell palastning. Skillnaden &r att man kan
nyttja programmet ovan for att berdkna grénslasten for konstruktioner med en jamnt
utbredd last.

Indata och utdata

I programmet &ar det en del parametrar som man maste ga in och justera beroende pa
vilken konstruktion man berdknar gréanslasten for. I programmets forsta del ska man
ange elasticitetsmodul, tvarsnittsarea, troghetsmoment, sidlangder och flytmoment.
Man fyller vidare i topologimatriserna for balkelementen respektive rotationsfjad-
rarna. Att tdnka pa ndr man gor detta ar att man ser till att ge de elementen som
belastas med en utbredd last hogst nummer vid elementindelningen. Vidare borjar
numreringen av rotationsfjadrarna pa 1. Man fyller pa vanligt sétt i elasticitetsmo-
dul, tvérsnittsarea och troghetsmoment i epl samt rotationsfjadrarnas styvhet i ep2.
Koordinater for samtliga balkelement anges i ex och ey. For kommande berdkningar
maste man dven ha angett antal balkelement som inte belastas med en utbredd last,
ob.

I del tva nyttjar man programmet som togs fram i avsnitt 5.2.1 for att gora en ele-
mentindelning och inféra rotationsfjadrar pa elementen som belastas med en jamnt
utbredd last. Det man hiar maste ange &ar antal rotationsfjadrar man vill infora, n,
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samt pa vilket balkelement, s. Hir maste man vara observant om man har fler a&n
ett balkelement med utbredd last. Da ska man genomféra steget for elementet med
hégst nummer enligt elementindelningen forst. Déarefter kopierar man stycket och
genomfor det for ndsta. Sag exempelvis att vi vill gora en indelning av bade element
3 och 2 i en konstruktion. Genomfor del 2 for s = 3 forst och darefter fér s = 2. Detta
med anledning av att element 3 kommer att ha tilldelats ett nytt elementnummer
om indelningen av element 2 gors forst.

Nér detta steg ar avklarat har vi alla matriser som beskriver var konstruktion.
Det som aterstar att gora ar en inkrementell palastning dar vi undersoker momen-
tet i samtliga rotationsfjadrar. Palastningen fortsétter tills dess att maximalt antal
mojliga flytleder uppstatt och konstruktionen saledes utgér en mekanism, eller da
determinanten av den reducerade styvhetsmatrisen ar noll vilket d&ven det indikerar
instabilitet. For att genomfora dessa berdkningar behéver man i del tre ange maxi-
malt antal flytleder fmax, upplagsvillkor be, lastinkrementens storlek dg samt antal
iterationer iter. Efter detta dr programmet skrivet pa ett sant sitt att det skoter sig
sjalv. Det som kan behova korrigeras dr om nagon last utover den utbredda lasten
belastar konstruktionen, till exempel en punktlast eller ett moment. Programmet
forutsitter dven att den utbredda lasten &r lika stor i alla delar av konstruktionen
vilket far justeras om sa inte &r fallet.

Programmet skriver ut i vilken rotationsfjader en flytled uppstar, vid vilken iteration
och vilken last det motsvarar.

Beskrivning av programmet

Det forsta som gors ér att indata justeras efter aktuell berédkningsmodell, se Indata
och utdata ovan. Nar detta fyllts i kan man kora programmet. Det forsta som gors
ar att berdkningsmodellen anpassas sa att fler rotationsfjadrar fors in pa elementen
som ar belastade med en utbredd last.

Det som gors efter detta ar att vektor e skapas. Denna anger vilka element som ej &r
belastade med en utbredd last. En vektor eu skapas som pa motsvarande satt anger
vilka element som &ar belastade med en utbredd last. Dessa kommer att behovas vid
skapandet av den globala styvhetsmatrisen K. Programmet bestdmmer dven hur
manga rotationsfjadrar d som den uppdaterade berdkningsmodellen innehaller.

e=|[1l:0b];

w=size (Edofl ,1);
eu=(ob+1):w;
d=size (Edof2,1);

For att bestamma gréinslasten startas darefter en for-loop som gar fran ¢ = 1 : iter.
Forst infors dock varden pa vissa variabler som behovs i loopen. I varje iteration
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byggs den inkrementella lastvektorn och den aktuella styvhetsmatrisen upp. Styv-
hetsmatrisen byggs upp genom tre olika for-loopar. Den forsta for in styvhetsma-
triserna for de obelastade elementen, den andra styvheten for elementen belastade
med en utbredd last och den tredje styvheten fran rotationsfjidrarna. I den andra
for-loopen byggs dven den inkrementella lastvektorn upp. Efter det hér steget ge-
nomfors en kontroll av den reducerade styvhetsmatrisen. Om determinanten av den
ar noll betyder det att konstruktionen ar instabil. Det indikerar att konstruktionen
overgatt till en mekanism och palastningen avbryts om sa ar fallet.

K=zeros(j);
df=zeros(j,1);

for i—e
ke=beam2e (ex(i,:),ey(i,:),epl(i,:));
K=assem (Edofl(i,:) ,K,ke);
end
for i—eu
[kel, fe]=beam2e(ex(i,:) ,ey(i,:),epl(i,:),[0 —dq]);
|K, df|=assem (Edofl (i,:) ,K, kel ,df, fe);
end
for i=1:d
ke2=springle (ep2(i));
K=assem (Edof2(i,:) K, ke2);
end

redK=red (K, bc);
if det(redK)<=1
disp (| 'Determ._noll _vid_lasten_qgs=" ,num2str((i—1)*dq)])
break

end

For varje iteration berdknas de inkrementella forskjutningarna och upplagskrafterna
med hjalp av funktionen solveq. De inkrementella momenten i rotationsfjadrarna
bestdms som des2 med hjalp av tva calfemfunktioner. Funktionen extract plockar ut
inkrementella forskjutningarna for respektive rotationsfjader och springls berdknar
de inkrementella momenten i dem. For varje rotationsfjader uppdateras de totala
momenten i vektorn es2.

[da,dr|=solveq (K, df ,bc);

a=atda;
r=r+dr ;

dEd2=extract (Edof2 ,da);

des2=zeros(d,1);
for i=1:d
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des2 (i)=springls(ep2(i),dEd2(i,:));
es2(i)=es2(i)+des2(i);
end

For att veta om flytmomentet uppnatts i nagon punkt jimférs momenten i samt-
liga fjaderelement med flytmomentet My. I en variabel nypled summeras antalet
rotationsfjadrar diar flytmomentet 6verskrids. Om vérdet i den hér variablen 6versti-
ger antalet redan uppkomna flytleder, pled, infors en ny flytled. Programmet hittar
vilka rotationsfjadrar som flytmomentet uppnatts i och dndrar styvheten for dessa
till noll i ep2. Nar antalet flytleder, pled, overstiger eller motsvarar det maximalt
tillatna antalet flytleder, fmax, avbryts programmet.

nypled=sum(abs(es2)>=My);

if nypled>pled
flyt=find ([abs(es2)>=My]|);
ep2(flyt)=0;
fn=flyt
pled=nypled;
disp (|num2str(pled ), ' _flyt._vid_q=_’ ,num2str((z)*dq)])
end
if pled>=fmax; break; end;

Programmet aterfinns i sin helhet i bilaga B.

5.3 Tillampningsexempel

5.3.1 Balk belastad med en utbredd last (Exempel 2)

I avsnitt 3.3.2 presenterades ett exempel med en balk som &r fast inspéand i den
ena anden och upplagd pa ett rullager i den andra. Den belastades med en jamnt
utbredd last. Da kunde vi inte 16sa problemet med Calfem enligt avsnitt 3.1. Med
programmen som utvecklats i avsnitt 5.2 gar det dock att 16sa problemet.

Det forsta som gors ar att en berdkningsmodell med ett balkelement och en ro-
tationsfjader stélls upp med numrering och riktning enligt figur 5.1a. Initialt ges

AET
rotationsfjidern en hog styvhet ky = 1063—L. For konstruktionen infor vi elastici-

tetsmodulen £ = 10%, tviirsnittsarean A = 100, troghetsmomentet I = 1, flytmo-
mentet My = 1 och balklangden L = 1.

For modellen behovs 7 frihetsgrader. Topologimatrisen for balkelementen respektive
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Figur 5.1: a) Berdkningsmodell fore inforandet av rotationsfjidrar. b) Berdknings-
modell efter inforandet av rotationsfjidrar.

rotationsfjadrarna anges nedan:

Topologimatris balkelement = [1 1 2456 7]
Topologimatris rotationsfjadrar = [1 3 4]

Programmet fran avsnitt 5.2.2 utnyttjas. Eftersom konstruktionen har ett element
som ar utsatt for en utbredd last far vi s = 1 och ob = 0. Vi véljer att féra in n = 30
stycken rotationsfjadrar. En uppdaterad berdkningsmodell visas i figur 5.1b. Max-
imalt antal tillatna flytleder ges av fmaxr = 2 och i enlighet med upplagsvillkoren
foreskrivs forskjutningen i frihetsgraderna al, a2, a3 samt a6 till noll. Vi viljer ett
lastinkrementet dg = 1/100 och iter = 2000. I programmet anges alltsa féljande:

E=10000; A=100; I=1; L=1; My=1;
Edofl—[l 1 2 4 5 6 7];

Edof2=[1 3 4];

epl=[E A I];

ep2=4e6 x[Ex1/3/L];

ex=[0 L];

ey=[0 0];
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ob=0;

n=30;

s=1;

[ Edofl , Edof2 ,epl ,ep2,ex,ey,j|=

nonlin (Edofl ,Edof2 ,s,epl,ep2,ex,ey,n);
fmax=2;

be=[1 0;2 0;3 0;6 0];

dq=1/100;

iter =2000;

All nodvéndig information dr nu angiven och programmet skoter berdkningen av
granslasten. Ut ur programmet far vi att den forsta flytleden kommer att uppsta

vid lasten ¢ = 8.01L—2S. Den andra flytleden som uppstar far konstruktionen att bli

M o :
en mekanism. Grénslasten ges da av g5 = 11.67ﬁ. Viljer vi mindre lastinkrement

och en finare indelning med fler n ndrmar sig grénslasten g, = 11.66—

> Det vardet

overensstdammer med framraknade véarden for den statiska och kinematiska metoden.
I avsnitt 5.4 diskuteras hur valet av antal inférda rotationsfjadrar n och storleken
pa lastinkrementet dg paverkar granslasten.

5.4 Analys av resultat och utvecklingspotential

Programmen som utvecklats i avsnitt 5.2 ger ett snabbt satt att berdkna granslasten
for konstruktioner med utbredda laster. Man kan styra noggranheten i sitt reslutat
genom att variera antalet rotationsfjadrar som man for in, n, och lastinkrementens
storlek, dg. Dock bor man vara valdigt medveten om vad som faktiskt skapar nog-
grannhet ndr man anvander programmet, det &r namligen inte sjalvklart att ett
hogre n ger en mer exakt granslast. Metoden ger granslasten pa den osédkra sidan,

|

L a)
@ L g b)
\ 4 . L c)

Figur 5.2: Rotationsfjadrarnas positioner vid inférande av olika antal. a) n = 1. b)
n=2.¢c)n=3.
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det vill sdga den rétta eller hogre. Darfor ar det lampligt att undersoka flera virden
pa n och dg. Gissar man ratt fran borjan kan det rdcka med ett litet n. Annars
behovs ett storre.

Strategin bygger pa att man delar in balken i k£ delar och placerar ut n stycken
rotationsfjadrar i noderna. Om man lyckas placera in en rotationsfjader i ratt punkt
eller inte beror pa hur manga rotationsfjadrar man for in och hur pass bra gissning-
en dr. Antag till exempel att man har en balk som &r fast inspénd i bada d&ndarna.
Flytleden i falt kommer att uppsta i mitten. Antag att vi viljer n = 1. Rotations-
fjidern placeras da precis i mitten och vi far direkt den exakta gréanslasten, se figur
5.2a. Viljer vi istédllet n = 2 kommer rotationsfjadrarna att placeras ut med jamna
mellanrum enligt figur 5.2b. Denna placering av rotationsfjadrarna leder till ett for
hogt virde pa grénslasten. Véljer vi n = 3 far vi aterigen en rotationsfjader som
ar placerad i ratt punkt, se figur 5.2c. I figur 5.3 visas hur granslasten for den héar
konstruktionen beror pa valt viarde pa n. Vi ser att grinslasten fas exakt om man
véljer ett udda tal. Nar man véljer ett jamnt tal ger ett tal ungefar n > 15 ocksa en
god approximation av granslasten.

18 |

s
N
~

s

Granslast g /(M :'Lz)
>

15}

14 L 1 1 1

Figur 5.3: Grinslasten beroende pa val av n.
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Viljer man ett hogt n kan man generellt siga att det dr hogre sannolikhet att man
lyckas placera rotationsfjddrarna ratt. Dock finns det en risk i att placera ut for
manga ocksa. Sdg att vi har vildigt manga rotationsfjadrar. Det innebér att tva
stycken som ligger ndra varandra kan boérja plasticera vid samma palastning, speci-
ellt i kombination med for stora lastinkrement. Om det maximala antalet flytleder
far vara tva avbryts palastningen for tidigt. Véaljer man ett vildigt stort n tar pro-
grammet dessutom véaldigt mycket léngre tid da varje n innebér att matriserna okar
med en rad och att antalet frihetsgrader 6kas med fyra. Det ar alltsa en stor skillnad
i tidsatgang beroende pa om man valjer n = 10 eller n = 100.

Som sagt paverkar dven storleken pa lastinkrementen dg. I figur 5.4 visas hur gréns-
lasten for konstruktionen som &r inspind i bada dndarna paverkas av olika véirden
pa dq. Vid framtagningen av figuren anvéndes ett varde n = 30 och lastinkrementen
dq = 1/a. Det ar vildigt viktigt att lastinkrementen inte &r for stora. Det ger en
for hog approximation av granslasten. Viljs valdigt sma lastinkrement tar program-
met dock mycket langre tid. Det géller alltsa att hitta en lamplig avvigning mellan
antalet rotationsfjadrar n och lastinkrementens storlek dgq.

1 8 T T T T T T T

17.51 n

-—
~
!

N

o

(&)}
T

1

s

S

15.5 n

Granslast q_/(M_/L?)
>

15+ .
14.5F 4

14 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figur 5.4: Granslasten beroende pi val av dq dir dg = 1/«.

Alternativa satt att utforma programmet hade varit att man for in rotationsfjadrar
efterhand istéllet for att fora in véldigt manga pa forhand. Man hade kunnat under-
sOka momentférdelningen i balken och valt att direkt inféra en rotationsfjader déar
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momentet overstiger flytmomentet. Detta hade varit mojligt med Calfemfunktionen
beam?2s som ger momentet i ett valt antal punkter. Viljer man ett hogt virde for
antalet punkter som man vill veta momentet i kan man férbéttra noggrannheten i
resultatet. Nar momentet natt flytmomentet hittar man vilken position pa balken
detta motsvarar. Fyra frihetsgrader och en rotationsfjader infors i den punkten. Det
innebér att elementet delas i tva delar, vars langd beror pa flytledens ldge, och nya
matriser som beskriver den uppdaterade berdkningsmodellen maste tas fram. For-
delar med denna metod hade varit att programmet troligtvis hade arbetat mycket
snabbare da man begransar storleken pa matriserna som beskriver berdkningsmo-
dellen. De har sin ursprungliga storlek och véxer med en rad per flytled istéllet for
exempelvis hundra rader om n = 100. Det &r helt klart en potential i den utvecklade
strategin som hade varit intressant att utveckla vidare.
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Kapitel 6

Slutsats

I det héar arbetet har granslastberdkningar baserade pa tva olika typer av metoder
analyserats, dels granslastteori och dels en inkrementell formulering. I arbetet har
med hjalp av berdkningar baserade pa granslastteori belysts att den statiska meto-
den ger en granslast pa den sidkra sidan och den kinematiska metoden pa den osékra
sidan. Nar det géller berdkningar med en inkrementell formulering har last /forskjut-
ningsdiagram tagits fram. Dessa visar tydligt pa hur en konstruktion forlorar styvhet
da det uppstar en ny flytled. Maxvéardet i dessa diagram ger grénslasten.

Granslasten for olika konstruktioner framtagen med granslastberdkningar har jam-
forts med elasticitetsteoretiska berdkningar, dédr man forutsatt ett sprott brott vid
momentet M. Skillnaden i barforméaga har varierat fran 12-45%.

For grénslastberdkningar baserade pa en inkrementell formulering har Calfem kun-
nat anviandas da konstruktionen belastats med punktlaster. Problemet som kon-
staterades i inledningen &r att hitta ett sétt att genomfoéra dessa berdkningar om
konstruktionen utsétts for en utbredd last. I det hér arbetet har tva program utveck-
lats. I det forsta for man in matriser som beskriver en viss konstruktion samt anger
pa vilket element man har en utbredd last. Det programmet gor ér att det infor ett
valt antal rotationsfjadrar pa det hér elementet. Det ger punkter i vilka man kan
undersoka moment och modellera flytleder. Programmet returnerar matriser som
beskriver det uppdaterade systemet med de inférda rotationsfjidrarna. Det and-
ra programmet anropar det forsta programmet for att fora in fler rotationsfjadrar,
varpa det pa ett automatiserat sétt berdknar gréinslasten. Genom att nyttja dessa
program kan man alltsa med hjélp av Matlab berékna gréanslasten for konstruktioner
belastade med en utbredd last. Det enda man behover korrigera ar matriserna som
beskriver den aktuella konstruktionen.

I programmet finns dock en del parametrar som man ska vélja, vilket medfér att
man bor vara medveten om hur de paverkar resultatet sa att de véljs ratt. Man
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ska ange hur manga rotationsfjidrar man vill inféra samt hur stora lastinkrement
man vill ha. Nar det géller antal rotationsfjadrar kan man lyckas vélja ett antal som
placerar rotationsfjadrar precis dar flytlederna kommer att uppsta. Da far man den
ritta granslasten direkt. Generellt géller dock att ett stort antal rotationsfjadrar och
sma lastinkrement ger den bésta approximationen av grénslasten. Vidare bér man
vara medveten om att programmet berdknar grinslasten pa den osékra sidan.

Nér man véljer ett stort antal rotationsfjadrar och sma lastinkrement tar dock pro-
grammet langre tid. Matriserna som beskriver systemet blir snabbt véldigt stora.
Det finns en utvecklingspotential i att hitta ett mer effektivt siatt att 16sa samma
problem. Det skulle man kunna gora genom att till exempel inféra rotationsfjadrar
efterhand som flytmomentet uppnas i olika punkter.
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Bilaga A
Program som infor rotationsfjadrar

function [ Edofl , Edof2 epl ,ep2,ex,ey,j|=
nonlin (Edofl ;Edof2 ,s,epl,ep2,ex,ey,n)

abeg=Edofl(s,2:4);
aend=Edofl (s ,5:7);
epss—epl (5 ,:)

xs=ex (s ,:) ;
ys=ey (s ,:);

f-max(max(Edofl (1)) ,max(Edof2 (:)));

k=n-+1;
j=f4n=*4;

h=(f+1):j;

topl=zeros (k,7);

topl (1,2:4)=abeg;

topl (k,5:7)=aend;
for i=1:n
topl(i+1,2:3)= h((4*1—3):(4*i—2));
topl(i+1,4)=h(4xi);
topl (1,5:7)=h((4xi—3):(4*xi—1));
end

top2=zeros(n,3);
for i=1:n
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. top2(1,2:3)=h((4%1—1):(4x1));

xh=linspace(xs(1),xs(2),k+1);
xvec=zeros (k,2);
for i=1:k

xvec(i,1:2)=[xh(i) xh(i+1)];
end

vh=linspace(ys(1),ys(2),k+1);
yvec=zeros (k,2);
for i=1:k

yvec(i,1:2)=[yh(i) vh(i+1)];
end

epsl=|epss(1)*ones(k,1) epss(2)*ones(k,1) epss(3)*ones(k,1)];
eps2=4e6 /3xepss (1)xepss(3)*xones(k,1);

v=size (Edofl ,1);

edol =|];

for i=1:v
if i—s
edol=|edol ;topl |;
else

edol=|edol;Edofl(i,:)];

end

end

v=size (edol ,1);

edol (:,1)=(1:v);

Edofl=edol ;

Edof2=[Edof2;top2 |;
v=size (Edof2 ,1);
Edof2(:,1)=(1:v);

v=size (epl, 1);
epol =|J;
for i=1:v

if i=—s
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epol=|epol;epsl |;
else
epol=[epol;epl(i,:)];
end
end
epl=epol;

ep2=|ep2;eps2|;

v=size (ex,1);

exo =|[];

for i=1:v
if i=—s
exo=|exo;xvec |;
else

exo=|exo;ex(i,:)];

end

end

exX—exo ;

v=size(ey,1);

eyo=[];

for i=1:v
if i—s
eyo=[eyo;yvec|;
else

eyo=|eyo;ey(i,:)];

end

end

ey=eyo;

end
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Bilaga B
Program som beraknar granslasten

% 1. FYLL I INDATA NEDAN:

%Balkelement med en utbredd last ges hogst nummer
%0OBS numrera rotationsfjadrarna med start pa 1
E=10000; A=100; I=1; L=1; My=1;

Edofl=[1 1 2 4 5 6 7];

Edof2=[1 3 4;2 7 8];

epl=[E A 1];

ep2=4e6*|Ex1/3/L;E«I/3/L];

ex=[0 L];

ey=[0 0];

ob=0;

%2. FLER ROTATIONSFJADRAR

%Borja med elementet med hogst elementnummer
%a)FYLL I n och s

n=30;

s=1;

[ Edofl , Edof2 ,epl,ep2,ex,ey,j|=
nonlin (Edofl ;Edof2 ,s,epl,ep2,ex,ey,n);

%b) Om fler element med utbredd last, upprepa a)
%3. FYLL I fmax, bc, dq och iter
fmax=4;

bec=[1 0;2 0;3 0;5 0;6 0;8 0];
dq=1/100;

73



iter =2000;

%Nu skoter programmet resten
e=|[1l:0b];

w=size (Edofl ,1);
eu=(ob+1):w;

d=size (Edof2,1);

z=0;

a=0;

r=0;
es2=zeros(d,1);
pled=0;

for i=1:iter
7z—=7+1;

K=zeros(j);
df=zeros(j,1);

)
for i—e

ke=beam?2e (ex(i,:) ,ey(i,:),epl(i,:));
K=assem (Edofl (i,:) ,K,ke);
end

for i—eu
| kel , fe|]=beam2e(ex(i,:),ey(i,:),epl(i,:),[0 —dq]);
K, df|=assem (Edofl (i,:) ,K,kel ,df, fe);

end
for i—=1:d
ke2=springle (ep2(i));

K=assem (Edof2(i,:) ,K,ke2);
end

redK=red (K, bc);

if det(redK)<=1
disp (| 'Det_noll_vid_lasten_q=",num2str((i—1)xdq)]|)
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break
end

[da,dr|=solveq (K, df  bc);
a—a+da ;
r=r-dr ;

dEd2=extract (Edof2 ,da);
des2=zeros(d,1);
for i=1:d
des2(i)=springls(ep2(i),dEd2(i,:));
es2(i)=es2(i)+des2(i);
end

nypled=sum(abs(es2)>=My);

if nypled>pled
flyt=find ([ (abs(es2))>=My]|);
ep2 (flyt)=0;
fn=flyt
pled=nypled;
disp ([num2str(pled ), 'Flytled _q=_’ ,num2str ((z)*dq)|)
end

if pled>=fmax; break; end;

end
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